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第1章　序論
皿
　地震工学で扱われる、地震波の発生、基盤内の波動伝播、堆積層内の波動伝播、構造
物への人射、構造物からの波動の放射といった、地震波の生成、伝播、散乱に開運する
分野の理論的な研究のほとんどは弾性波勅諭に基づいている。そして、それらの研究の
多くは、成層半無限弾性体のグリーン関数に基づいていたり、あるいはそれを解法の一
部に利用したりといったことを行っている。その大きな理由は、地震工学で考える、平
面的に数10ok m、深さ数10km程度の震源と観測点を含む地球の１部分のモデル化か、
おおよそ成層半無限弾性体モデルによって行いうるからである。
　グリーン関数に基づいて解析を行うということは、とりもなおさず線形重畳法に基づ
くことであり、解析対象は弾性体である。地盤材料は一般に非線形性を有するが、通常
の地震あるいは機械基礎の振動に間違する地盤のひずみは１０４以下の弾性範囲にとど
まるといわれており(石原､1976)、震源が浅い大地震の震源近傍を除いて弾性地盤の仮
定を用いた解析は有用であり、実際広く行なわれている。また、構造物等を含めた系全
体が線形挙動をする問題を考える限り、フーリエ積分の評価および因果性の乱れを考慮
する必要があるとしても(林､語音;1990)、時間領域での解析と振動数領域の解析はフー
リエ変換を通じて等価であり、時間に開する微分を振動数に開する代数式で見通しよく
扱うことができる。
　振動数領域での成層半無限弾性体のグリーン関数の導出は、空間座標に関するフーリ
エ変換を用いて水平波数領域で解を求め、フーリエ逆変換により空回領域での表現を得
るという手順で行われる(Ewing､Jardetzky and Press､ 1957;Aki and Richards､ 1980)。波数領
域での成層半無限弾性体の解を求めるための統一的な解法に伝達マトリックス法があり、
そのマトリックスは線形弾性連続体でモデル化された各層をはさむ層境界面での変位と
応力の関係を特徴づける(HaskeH､1953; Harkrider､ 1964)。同方法はすべての層境界面での
変位と応力を関係づけるが、そのマトリックスの要素は波数の無理関数を含み、またそ
の行列式は波数の超越方程式となる。したがって、地盤全体の伝達マトリックスに自由
表面条件、放射条件、外力条件を与え、マトリックスを変形し、その逆行列を求めると
いう一巡の演算を、計算する波数毎に行わなければならず、その結果を波数に関して数
値的にフーリエ逆変換して空間領域での解を得ることとなる(Apsel､1979)。
　以上の伝達マトリックスに基づく計算は、暦数の増大とともに膨大な計算量が必要と
なること、ならびに波数に開する解表現がRayleigh Pole に基づく特異性を有する無限積
分であるため、そのフーリエ逆変換の数値積分評価が困難であるという問題点がある(xu
and Maい985; xu and Mal､ 1987)。これらの問題点を解決する数値解析方法のひとつに薄
層要素法がある(Lysmer and Waas､ 1972;Waas､1972; Kausel､ 19ﾌ4; Kausel and Roesset､ 1981;
Kausel and Peek､ 1982;田沼見下村､1976; Shimizu et al.､1977土2)。
　薄層要素法は、考慮する最短波長の1/6程度の層厚の薄層で地層を分割し、薄層内で仮
１
定した線形変位分布に重み付き残差法を適用して薄層境界面での変位と応力の関係を求
める。成層構造は通常のマトリックス法と同様に薄層剛性マトリックスを重ねあわせて
全体剛性マトリックスとして表現される。薄層剛性マトリックスは波数の２次式となる
ので、伝達マトリックス法のように波数毎に逆行列を求めて数値的にフーリエ逆変換を
行うのではなく、全体剛性マトリックスにsimilarity変換（Appendix-A参照）を施して波
数の有理関数形で解表現を求めうる。そのため、剛基盤上の成層構造に関して、点加振
等のほとんどの実用的な加振パターンに対する解のフーリエ逆変換を、解析的に行うこ
とができる。
　しかしながら、成層構造の下方に連続する半無限体を表すインピーダンスマトリック
スは、波数の無理関数を含んでおり波数の２次式とならないので、そのインピーダンス
マトリックスを直接用いて成層半無限弾性体を扱うことができない。したがって、波数
の代数式で表されるなんらかの半無限弾性体の近似インピーダンスマトリックスを構成
する必要がある。
　本論文においては、以上の議論に基づいて振動数領域での半無限弾性体の近似インピ
ーダンスマトリックスの検討を行い、その特性および使用する上での前提条件を明らか
にし、薄層要素法に応用することによりその有用性を示すことを目的とする。
1.2　4゛工゛にお4る祚回　゛の応　の既
　地震波は、主としてプレートの移動に基づく地盤内の断層の急激な破壊により発生レ
基盤と称されるせん断波速度3km/s程度の地盤深部を実体波として伝播して構造物の建
設されるサイト下の堆積層に到り、その堆積層内を実体波および表面波として伝播して
構造物に入射すると考えられる。地震波に対する構造物の応答を求めるためには、地震
波による基礎への入力成分を評価すると共に、横道物の振動により基礎が地盤に作用す
る力をも評価する必要がある。これらの作用は地盤物性、基礎の形状および贈匪に従っ
て変化する複雑な問題であり、基礎と地盤の動的相互作用効果と呼ばれている。また、
基礎底面と自由表面の運動が異なるため、基礎の自由度を考える必要があるので地盤達
成問題とも呼ばれる(日本建築学会､1983;井口他､1991; Luc0､ 1980)。
　以上に述べた地震波の生成、伝播、散乱に関連する分野の理論的な研究のほとんどは
弾性波総論に基づいており、その多くはグリーン関数を用いたrepresentation theorem に端
を発している(Aki and Richards､ 1980)。地震発生機構と基盤内の波動伝播を扱うには、断
層の寸法、向き、地震モーメント、破壊形式等を用いて震源モデルを定義する必要があ
るが、基本的には断層面での変位の不連続量、断層面の法線および弾性定数により定義
されるモーメントテンソルと、グリーン関数の空間微分のconvolutionにより基盤内の任
意点での応答が求められる(Aki and Richards､ 1980; 01son､ 0rcutt､and Frazier､1984;佐藤、長
谷川､1990)。
　崖積層内の地震波の伝播の最も単純な表現は、成層地盤モデルに斜め入射平面波が入
２
射する問題であり、伝達マトリックス法を用いて解析することができる(Haskelい953;
Harkrider､1964)。入射波は、基盤の自由表面で観察される水平方向の応答を、SH波によ
る自由表面での応答とみなし、弾性波勅諭に基づいて自由表面での応答の1/2として設定
される。しかしながら、表面波の入射、P-SV波の入射等を考える必要のある場合には、
このモデルによる計算は困難である。
　更に、やや長周期地震動のように堆積盆地の形状ならびに地震断層と観訓点の空間的
関係が重要となるような場合には、２次元あるいは３次元での堆積盆地の大規模なモデ
ル化が必要となる。一般に、このような多次元モデルには基盤が合まれることが多く、
震源モデルも合まれることがある。その場合には、成層地盤モデルが地表近傍の比較的
地層構造のはっきりした細部のモデル化に用いられ、応答における短周期側の特徴を代
表する。
　以上のように構造物の存在する地表近傍での地盤の応答が、基盤の応答および堆積地
盤の応答の評価から求められると、地震波の作用下での構造物の応答を求める段階とな
る。構造物の応答を求める手法にはsub-structure法と一体解法の２者があり、sub､structure
法が構造物を上部構造、基礎、および地盤から基礎への作用の、いくつかの要素に分け
て、それぞれの特性を求めた後結合して問題を解くのに対し、一体解法は上部構造、基
礎、および地盤を結合した全体について問題を一気に解く方法である(井ロ他､1991)。
Sub-structure法を用いる場合の地盤からの作用には、基礎にどのような地震入力が作用す
るか、基礎が運勅したときに地盤が基礎にどのような力を及ぼすか、という２つの問題
がある。前者は基礎と地盤の動的相互作用における入射問題あるいはkinematic interaction
と称され、後者は加板問題あるいはinertial interactionと呼ばれる(Luc0､1980)。
　入射問題は、地震波に対する無質量基礎の応答で定義される基礎人力勅によって特徴
づけられる。地表面上の剛基礎に鉛直入射平面波が作用する場合には、基礎入力勅は地
盤の自由表面応答に等しいが、埋め込まれた基礎を扱う場合および鉛直入射平面波以外
の波動を考える場合には、基礎入力勅は地盤の自由表面応答とは異なる(山原塩谷、
1978)。基礎入力勅のフォーマルな求め方は、基礎部分を地盤部分で置換してfree neld
motionとして地震波を作用させ、基礎と地盤の境界面に相当する面を不動とするために
その面に加える必要のある力を算定する。つぎに、地震波の作用しない状態で、その力
を基礎と地盤の境界面に作用させた時の無質量基礎の応答を求めたものが基礎入力動と
なる(Thau and umek､ 1973;Luco､Wong､and Trifunac､1975;Lue0､1976; Luco and Wong、
1977;Luc0､1980)。
　加担問題は、質量のない基礎を加担しかときに地盤が基礎に及ぼす力で定義されるイ
ンピーダンスマトリックスによって特徴づけられる。この問題が、基礎と地盤の動的相
互作用において最初に研究され、半無限弾性体上の円形剛基礎(Reissner､1936;
Bycroft､1956､Luco and Westmann､ 1971)のインピーダンスに始まって、長方形剛基礎(小堀。
市井、鈴木、日下部､1967)、剛帯基礎(Karasudhi､Keer､and Lee､ 1968;Oien､1971)、任意形
３
表原則基礎(Wong and Luc0､ 1976; Wong and Luco､ 1978)と表面基礎の研究が進展した。つ
ぎに、半円形則帯基礎(Luc0､1969)、半楕円形剛帯基礎(Wong and Trifunac､1974)、半球形
剛基礎(Luc0､1976; Lee andTrifunac､1981､Maeda､1982; Tanaka and Maeda､ 1984)、回転楕円
形則基礎(Apsel and Luc0､ 1976)、円筒形則基礎(Day and Frazier､1979)、直方体剛基礎
(Dominguez､1978-1､2)と埋め込み基礎の研究がなされ、さらに任意形状の弾性基礎
(lguchiand Luc0､ 1981)への展開もなされた。最も一般的な任意形状の埋め込み弾性基礎
の動的相互作用問題は、nexible volume法(長谷川、中井､1990)により統一的に記述するこ
とができる。
　以上のように、地震工学で扱われる、地震波の発生、基盤内の波動伝播、堆積層内の
波動伝播、構造物への入射、構造物からの波動の放射といった、地震波の生成、伝播、
散乱に間道する分野の理論的な研究のほとんどは弾性波動論に基づいている。そして、
それらの研究の多くは、弾性体とみなした地盤モデルのグリーン関数に基づいていたり、
あるいはそれを解法の一部に利用したりといったことを行っており、個々の問題特有の
手法上の特徴はあるものの、扱う領域の大きさにかかわらず類似の手法が利用できる。
したがって、弾性体のグリーン関数の研究は基礎的であるとともに応用面での一般性を
もち、それら両面において意義深い研究とみなすことができる。
　弾性波勅諭を扱うモデル化には、最も単純で最少のパラメータで波動の無限遠への逸
散を表現できる半無限弾性体、地盤の成層性を考慮しうる成層弾性体、さらには鉛直面
内での２次元的な地層構造あるいは３次元的な地層構造を与えるものまで存在する。以
下に論じる半無限弾性体近似インピーダンスは、成層弾性体の下部に連続する半無限弾
性体を表現する手段であるが、そこで実現される成層半無限弾性体は、現在２次元ある
いは３次元のより洗練されたモデル化か論理的に可能であったとしても、依然として有
用なモデルである。その理由は以下に示す通りである。
　∩堆積盆地のやや長周期地震動の研究(日本建築学会､1990)のような、地層構造の２
次元性あるいは３次元性が問題となる場合をのぞいて、成層半無限弾性体は基盤構造を
合む大きな構造の基本的な特性を表す単純かつ計算上合理的なモデルであり、特に基盤
構造のはっきりしない地域での地震波の発生と基盤内の波動伝播を検討するような場合
の最終的なモデルとなる。
　２)地表近傍の比較的地層構造のはっきりした小さな領域のモデル化に用いることに
より、短周期領域での表層地盤の特性を実用上十分に表現することができる。
(大埼､1975)
　3)構造物の周辺地盤あるいは堆積盆地のような不整形作および不均質性を扱うとき
に、それらの局所性をFEM等の他の解析手法により表現し、堆積地層あるいは基盤構造
のような相対的に大きな構造の基本的な特性を成層半無限弾性体で表現するhybridタイプ
のモデル化か、計算上および媒体の牲匪の精度の面から合理的である場合が多い。(佐藤、
長谷川;1990)
４
1.3｀斤1;インピーダンスに。　る　往のj゛
　計算上の速度、時間、容量といった制約が皆無であり、材料減衰の評価が粘性減衰で
評価されてよいならば、計算対象領域から仮想境界面までの距離を観測時間内に偽りの
反射波が戻って来ない範囲としたモデルを用いて、時間領域で応答計算を行うことによ
り正しい解か得られる(Day and Frazier､1979; Liao and Wong､1984;01son､0rcutt､and Frazier、
1984)。しかしながら、実際は計算上の制約があり、また減衰も振動数に依存しない構造
減衰が地盤材料に関してより現実に近いとされていることから、このような解析を行い
うるのは極めて限られた問題に対してのみである(waas､1972)。
　半無限弾性体の近似インピーダンスの研究は、いわゆる無反射境界あるいは伝達境界
といった、地盤媒体中で計算の対象とする部分(震源、観測点、構造物等)から遠く離
れた領域へのエネルギーの逸散を、地盤媒体全てをモデル化することなく評価する方法
の研究に属する。適切な無反射境界あるいは伝達境界を用いて波動エネルギーの逸散を
モデル化することは、時間領域あるいは振動数領域のいずれの解法を用いるにしても、
解析対象である地盤モデルの大きさを圧倒的に小さく保つことができるため、計算時間
及び容量の顕著な減少をもたらす。
　このような無反射境界には時間および空間についてlocajかどうかといった分類が可能
である。時間についてlocalとはわずかな時同窓の範囲で計算が可能な手法であり、non-
locaJとは過去にさかのぼっか時間における量を考慮して計算する必要のある手法である。
空間について1o?とは計算対象領域の境界面でのインピーダンスマトリックスが境界面
上の各点で非達成である手法であり、non-localとはそれらが達成する手法である。一般
にこれらがnon-1o?であるほど解法の精度が高くなるが、遂に計算自体は困難になる
(Wolf､1985; Kause1､ 1987)。
　解析を行う領域には振動数領域と時間領域があり、振動数領域での解析は振動数に依
存しない構造減衰を振うことができるが、非線形性を有するサブシステムを合むことが
できない。遂に、時間領域での解析は振動数に依存する粒匪減衰しか扱うことができな
いが、非線形性を有するサブシステムを合むことができる。振動数領域と時間領域のイ
ンピーダンスマトリックスは､因果性の乱れ等についての対策を施せば相互に変換される
ので、形式的にはいずれの領域での解析も可能である(林､勝兪､1990)。
　無反射境界で最も精度の高いものは、グリーン関数を弾性波勅諭で構成し境界要素法
の外部問題としてインピーダンスマトリックスを構成する手法である(Mita and Luc0、
1987)。この方法によるインピーダンスマトリックスは空間についてnon-1ocalな形式とな
り、通常は振動数領域での取り扱いが行なわれる。フーリエ逆変換により時間領域での
解析を行う場合には、時間についてもnon-1ocalの形式となる。以上のように扱い自体は
単純ではなく、多くの計算時間および計算容量を必要とするが、手法自体の含む近似が
境界積分方程式の離散化のみであるのでその信頼性は高い。
　次に、円筒座標系で鉛直方向にｚ輔を設け、ある半径以内の不規則領域を基盤固定の
５
FEMでモデル化レある半径以遠を基盤固定の成層地盤として扱うときの、半径方向の
インピーダンスマトリックスを求める手法として薄層要常法がある(Lysmerand Waas、
1972:Waas､1972; Kausel､ 1974; Kausel and Roesset､ 198 1; Kausel and Peek､ 1982;田治見下村、
1976; Shimizu et j.j977-1､2)。薄層要素法は、基盤固定の条件の下で鉛直方向に薄層分
割を行い、薄層内で層厚方向に線形変位分布を仮定し、半径方向への波動の逸散を解析
的に扱う半解析的な方法である。この方法により得られるエネルギー伝達境界は空間に
ついてnon-localな形式となり、通常は振動数領域での取り扱いが行なわれる。フーリエ
逆変換により時間領域での解析を行う場合には、時間についてもnon-loca1の形式となる。
この手法は半径方向への波動の逸散を解析的に明快に扱いうると同時に、薄層近似によ
り波数領域での有理関数表現が得られるので、波数領域から空間領域へのハンケル変換
を解析的に評価することができる。したがって、基盤固定の成層地盤という制約下には
あるが、精度が高くかつ実用的な計算手法である。
　空間的にlocalな手法にはﾐ、粘性境界(Lysmer and Kuhlemeyer;1969)、doubly asymptotic 近
似境界(Mathews and Geers､1987)、pajaxial近似境界(Engquist and M4jda､ 1977;Clayton and
Engquist､1977;Seale､1985)、無反射境界(Smith､1974; Cundan､ 1978)、外挿境界(Liao and
wong､1984)がある。
　枯匠境界は、計算対象領域をFEMでモデル化した時の無限遠への波動逸散を扱うため
に、仮想境界面に隣り合うFEM要素の物性がそのまま無限遠へ連続すると考える方法で
あり、時間についてlocalな最も簡便な手法である。この方法は真のインピーダンス関数
の高振動数における漸近解であり、仮想境界面に対して鉛直に入射するＳ波およびＰ波
を考える場合には正解を与えるため、１次元問題で鉛直入反射波を扱う時の波面での境
界として曖昧さなしに用いることができる(和泉他､1972)。しかしながら、FEMでモ
デル化される不規則な領域で散乱を受けた波動は、いろいろな入射角をもって仮想境界
面に入射したり表面波を励起したりするため、その近似度の評価には地盤モデルおよび
擾乱の検討が必要となる。また、高振動数における漸近解であるため静的な応答を求め
ることができず、低振動数域における精度についての検討が必要となる。なお、同手法
は水平波数について代数的であるので、薄層要素法における剛基盤条件を緩和する境界
としても用いられている(佐藤長谷川、1990)。
　Doubly asymptotic近似境界(Mathews and Geers､1987)は、粘性境界のひとつの問題点で
ある低振動数域で有効でないという点を改良するものであり、時間についてlocalな簡便
な手法である。この方法は、真のインピーダンス関数の高振動数域での漸近解と低振動
数域での漸近解の和により定義される。したがって、きわめて高い振動数範囲および低
振動数範囲で有効と考えられ、同時に静的な解も得られるが、中間的な振動数範囲にお
ける性能についての検討が必要である。また、同手法は水平波数について代数的である
ので薄層要素法への応用も考えられるが、地震工学に開運した同手法に関する検討はほ
とんどなされていない。
６
　Paraxiaj近似境界(Engquist and Majda､ 1977; Clayton and Engquist､ 1977;Sealej985)は、あ
る方向への波動伝播のみを可能とする微分方程式型の境界条件で与えられる近似境界で
あり、実際上は真のインピーダンス７トリックスを水平波数についてTaylor展開した２
次までの項を用いて実現される。この方法は時間についてはnon-localなものであるが、
粘性境界が仮想境界面への鉛直入射に関してのみ有効であるのに対し、ある程度の小さ
な入射角の範囲にまで有効性を持つ。　しかしながら、粘性境界同様水平波数の大きな領
域に対しては有効でなく、面内問題に対してはポアソン比に依存して計算対象領域にエ
ネルギーを供給する波数あるいは入射角の範囲が存在することが指摘されており、同境
界の精度の検討において特徴的な現象と考えられる(S?e､1985; Kausel､ 1991)。また、同
手法は水平波数について代数的であるので、薄層要素法への応用も考慮されている(佐々
木増田､1985;長谷川中井､1990)。
　無反射境界(Smith､1974; CundaH､ 1978)は、境界面を固定あるいは自由とする2つの鏡像
解か同じ振幅で異なる符号を持つことを用いて、固定および自由の境界条件をもつ2つの
問題を解いて重ね合わせる方法である。この方法は入射角が既知の場合に振動数領域で
はうまくいくが、時間領域では境界面で反射波の波面が形成される毎に2つの問題の解の
平均を行い、反射波が生じるたびにそれを打ち消す必要がある。
　外禅境界(Liao and Wong､ 1984)は、境界面での時間における変位をその近傍の点での時
間t-△tの結果より外禅し、時間ｔにおける境界条件をその外禅位で与える方法である。
解法の精度は、外禅に用いる点数ならびに境界面とそれらの点の距離に依存する｡また、
いろいろな波動が入射波に合まれる場合､どの方向に外禅して外禅位を与えるかという問
題がある。
上丿本論文の構成
　本論文は全６章より或る。第１章「序論」では、本論文の研究の背景として地震工学
における弾性波動論の有用性とグリーン関数の利用の一般性を挙げ、成層弾性体のグリ
ーン関数の構成方法について概観する。そして、その内の有力な半解析的数値解法であ
る原簿要素法を成層半無限弾性体に適用するために必要となる、半無限体近似インピー
ダンスマトリックスの研究を目的とすることを述べる。更に、半無限棒近似インビーダ
ンスに関する既往の研究について概観する。
　第２章「成層弾性体グリーン関数の解法の特徴」では、成層弾性体のグリーン関数の
構成に関する既往の研究を紹介し、基本式からの伝達マトリックス法、剛性マトリック
ス法、薄層要素法への展開の過程を追跡する。
　第３章「グリーン関数の境界要常法への応用」では、成層弾性体のグリーン関数の境
界要素法への応用について、伝達マトリックス法で求めた表層のある半無限体のグリー
ン関数を、埋め込み基礎と地盤の動的相互作用に応用した著者の研究を述べる。
　第４章「半無限弾性体近似インピーダンスの検討」では、薄層要素法を成層半無限弾
フ
性体に適用する上で適当と考えられる、半無限弾性体のParaxial近似、doubly asymplotic
近似、および粧匹近似インピーダンスの定式化を示す。その後、西外および西内問題に
おける近似インピーダンスの特徴について、２つの隣接する半無限体境界面での反射係
数の検討ならびに１サイクルあたりの平均吸収エネルギーの検討を波数領域で実施し、
最後に半無限体および表層のある半無限体の表面線加振による表面での応答の検討を空
間領域で実施する。以上の検討の結果、これらの近似インピーダンスマトリックスを成
層構造の下部に用いる場合には、成層得道の最下部に半無限体と同一の物性をもつバッ
ファー層を加えなければならないことを示し、適当な層厚を有するバッファー層と
paraxia1近似の組み合せが最良の結果を与えることを明らかにする。
　第５章「薄層要素法による成層半無限弾性体の解析」では、薄層要素法にpafaxial近似
および粘性近似インピーダンスマトリックスを組み込み、点加振および点震源による成
層半無限体表面での応答を求め、近似インピーダンスの性能および必要なバッファー層
厚の観点から、応用面でのパラメトリックスタディーを行う。
　第６章「まとめ」では、本論文全体のまとめを述べる。また、Appendix-Aにsimilarity
変換の説明を、Appendix-Bに波数領域解を空間領域に変換するための数値積分手法
Modifled Clenshaw-Curtis法の詳細および例題の検討結果を、Appendix-Cに外力条件の波数
領域での表現を、ApPendix-Dにparaxial近似と落居剛性マトリックスの等価性を、
Appendix-Eに計算時の僕角のとり方を示す。
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　本章では、成層弾性体のグリーン関数の構成に関する既往の研究を紹介レ基本式の提
示から初めて、伝達マトリックス法、剛性マトリックス法、薄層要素法への展開過程を追
跡する。
　成層弾性体のグリーン関数の評価方法として、時間領域で過渡応答を扱うものと振動
数領域で定常応答を扱うものの２種類がある。前者の代表的なものとしてCagniard-
deHoop法（Cagniard､1962;deHooP､1960）があり、後者に属する方法としてHaskell-Thomson
の伝達マトリックス法（Haske11､1953; Harkrider､ 1964）、Kause1-Roessetの剛性マトリックス
法（Kausel and Roesset､ 1981）、ならびに薄層要素法（Lysmer and Waas､ 1972;Waas､19ﾌ2;
Kause1､1974; Kausel and Roesset､ 1981; Kausel and Peek､ 1982-1;日活見､下村､1976; Shimizu et
a1.､1977-1､2）がある。本章においては、振動数領域での定常応答を扱う方法について述べ
る。
　Haske11-Thomsonの伝達マトリックス法は、成層弾性体各層の上境界面と下境界面での
変位および応力間の関係を、伝達マトリックスで与えるものである。伝達マトリックスは
振動数をパラメータとする水平方向波数ｋの関数である。このマトリックスは、弾性波動
方程式のポテンシャル関数から導かれる各層境界面での変位および応力の関係を直接結び
付けるものである。したがって、弾性波勅諭におけるいかなる近似も含まれていない。
　各層の伝達マトリックスは層境界面での変位と応力の連続条件あるいは作用外力のフ
ーリエ変換（ハンケル変換）で表される不連続条件を介して連結される。つぎに、表面で
の自由応力条件あるいは作用外力条件を規定して、成層弾性体下端での変位および応力あ
るいは下端に接続される半無限弾性体のポテンシャル係数が表現される。最後に、下端の
拘束条件（剛基盤条件）あるいは半無限体内の上昇波が存在しない条件（放射条件）を規
定することにより、表面での変位と作用外力との関係を構築する。
　一度表面での変位と力が求められれば、他の層境界面での変位および応力は、表面で
の変位および応力ならびに層境界面での不運続条件を伝達させて求められる。また、層境
界面ではなく地層内部での変位および応力を求めたい場合は、地層内の任意のレベルに仮
想の層境界面を設けて計算を行う。このようにして得られた振動数一波数領域の解は、フ
ーリエ逆変換あるいはハンケル逆変換されて振動欽一空間領域の解となる。その際には、
表面波の発生に起因した特異性をもつ積分カーネルと調和振動成分を有する関数との積を、
無限積分路上で数値的に積分する厄介な（improperな）積分を避けて通ることはできない。
　また、定式化自体はシステマティックに行えるが、マトリックスの積および逆マトリ
ックスの計算結果を陽な形で示すのは困難であり、半無限体上にー層載った程度の弾性体
の表層内に作用する点加振による表層内の変位程度でも相当に複雑な式となる汪2節参
照）。したがって、成層弾性体のグリーン関数を伝達マトリックス法で求めるためには、
積分点に対応する波数毎に伝達マトリックスを評価し、マトリックスの積および逆マトリ
ックスの計算を行って必要な変位を放牧領域で求め、それらの結果に数値積分を用いて空
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間罰域での解を得る。
　Kauscl-Roess出立上述のHaskcll-Thomsonの伝達マトリックス法を再構成レ脂汗マトリ
ックスの形に書き改めた(KauseLmd Roesset､1981)。剛性マトリックス法は伝達マトリック
ス法に対して本位的に異なる方法ではないが、その表現は数値積分の披積分関数を求める
上でより簡潔なものである。すなわち、各層の剛性マトリックスを重ね合わせて全体剛性
マトリックスを生成する方法は通常の構造物の場合と同様であるため、複数の作用外力を
扱ったりサブストラクチャー法を用いたりする上で簡単である。また、対称マトリックス
であるため扱い易く、漸近的挙動をみるにも適している。しかしながら、この方法で求め
られるグリーン関数も、最終的にはフーリエ逆変換あるいはハンケル逆変換を数値的に行
うことに帰着するのでいmproperな無限積分は不可避である。
　この無限積分を避ける効果的な方法として薄層要素法がある。薄層要素法は日本にお
いては田洽見一下村(1976)および清水等(1977爪2)により提案されており、アメリカにお
いてはLysmer-Waas(1972)により提案され、Waas(1972)およびKausel(1974)により一般化
された。この方法は２次元問題、３次元問題を問わず応用が可能であり、剛基盤上の成層
弾性体の解析において数値積分を行う必要がないことが最大の利点である。
　薄層要素法は､それのみで成層弾性体のグリーン関数を求めるために用いられる場合
(Kausel､1981; Kausel and Peek､ 1982一1)と、不規則な内部領域からエネルギーを熟眠遠に伝
達させるための境界を構成するために用いられる場合(Lysmer and Waas､1972: Waas、
1972;Kausel､1974;田治見下村､1976; Shimizu eta】､､1977-1､2)の２通りがある。薄層要素
法の基本的な仮定は､層内の厚さ方向の変位分布が線形分布で近似される程度の薄い層(淳
層)の集合体で、成層構造を表現することにある。　したがって、一般に薄層は実際の層構
造を更に再分割したものとなる。
　この仮定を満たす渾層に線形の変位関数を用い、弾性波動方程式に重み付き残差法を
適用すると、層の剛性マトリックスは波数kの代数式で与えられる。この剛性マトリック
スを結合して公休マトリックスとし、剛基盤条件を導入して既知の作用外力を規定し、未
知の変位について逆行列を解くわけである。そこでは、剛性マトリックスが波数ｋについ
て代数的であるため、ApPendix-Aに示すsimilafity変換(Wilkinson､1967､1988)あるいは
spcctraldecompositionを用いることができる。 Similarity変換によれば、全体剛性マトリッ
クスの固有値(波数)および固有ベクトルを用いて、振動論のモーﾄﾞ重受注に類似の考え
方で、ある振動数における空間領域での解を求めることができる。すなわち、根拠数一空
間領域における解は、波数kの比較的単純な関数のフーリエ逆変換あるいはハンケル逆変
換で表され、closed formで解か得られる可能性が高い。
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2.1ロ頴のぶヽと基･式のs示Achenbach､1973､1987
　本論文で扱う基盤を有する成層弾性体とは、材料物性の異なる等賢等方弾性体が水平
成層状態で連結され、最上端で空領域に接し、最下端で固定条件あるいは放射条件が規定
される構造体である。各層は最上層より１から始まる層番号で示され、最下層を第ｎ層と
する．ｊ層の上境界面は7jであり下境界面は脳Iで示される･7げOの最上端では自由応力
条件あるいは外力条件が規定され、zglの最下端では全ての変位成分がＯとされるか、あ
るいは下端に連続する半無限弾性体内の上昇波成分がＯとされる。
　使用する座標系は３次元デカルト座標系あるいは円筒座標系であり、いずれにおいて
もz輔を成層構造の肩摩方向に上向き（正）としてとる。３次元デカルト座標系では水平
面内にx輔およびy軸を右手系でとり、円筒座標系では同面内にz軸から距離rを、x軸からy
軸方向に右ねじの向きで角度∂を測る。図y1に成層半無限体モデルと座標系を示す。平
面運動を扱う場合はy方向に運動の変化がないものと仮定し、面外の粒子運動方向をy方向
にとり、面内運動の波線をx-z面内に定義する。
　等質等方弾性体は質量密度ρ、Lameの定数λ、μおよび減衰定数βで特徴づけられる。
各層の物性はそれぞれの記号に層番号を添字で付することにより示すこととする。以下に、
材料物性間の関係を示す。
ρ：質量密度，　５ ：ポアソン比，　Ｅ：ヤング係数，
λ=Eu/{(1+リ)(1-2いj。･j=E/{2【】＋リ)1: Lameの定数
λc=λ/戸，μc=μ/戸：複素La111eの定数，　72=(|+2iβ)
vs°薙‾7‾ii: せん断波速度
vpニ （λ＋２μ）／ｐ：圧縮波速度
k､o=ω/vs : せん断波数
k､0°゜J/vp : 圧細波数
Ls°2 7r/kso : せん断波長
Lp°2 71/kpo : 圧縮波長
　　　　　一一
ks二面子ｽﾚｻ　kPニVDTkj)ヅ
β：減衰定数，
Ｚ
図2-1成層半無限棒とｚ上向き正の円筒座標系
Iﾌ
Ｘ
(2-14)
弾性体の波動伝播を支配する微分方程式は弾性波動方程式であり 応力成分r,;,および
変位成分uiによる表現は(2-1)式で与えられる．
　　　　　　゜ji,j'pUi'o･　i･j°1･2･3　　　　　　　(2-1)
　添え字1･2･3はそれぞれ)(･y･ 7方向に対応する．等質等方弾性体にﾆお゛てヽ応力成分りj
とひずみ成分りjは(2-2)式の関係を有する．
?
一
一 λEkk 6り十２μ£･ (2-2)
またヽひずみ成分りiと変位成分liは(2-3)式の関係で結ばれる。
Eiにル(ui,j＋uj,i)
(2-3威を(2-2)式に代人すると(2-4)式となる。
???）
ニλ5ﾘk,k゛μ(ui,j＋uj,i)
(2-3)
(2-4)
　(2-4)式を(2-1)式に代入すると(2-5)式となる。
　　　　　　(λ十μ)叫゛i十陣li･kk'pUげO　　　　　　　　(2-5)
　以上を含めて、本論文中で繰り返される同一の添字には、特に断りのない限りアイン
シュタインの総和規約が適用される。
　以後、時間的に調和な定常問題を考えることとし時間依存項をeらtとする。すると振
動数領域での弾性波動方程式は(2-6)式となる。また、複素Lameの定数を導入することに
より履歴型の減衰をもつ弾性体を表現する。
(λ十〇 iik,ki＋μiii,kk＋pa)272
～
Ui ＝０ (2-6)
　記号‾は振動欽一空間領域の量であることを明示するが、あいまいさのない場合には
省略するものとする。(2-6)式を勾配、発散、回転を表すベクトル微分演算子grad、div、
rotと変位ベクトルａで表すと(2-ﾌ)式となる。
　　　　　　　(λ十μ)graddivij十Ftdiv gradij十pω2回ａ＝Ｏ　　　　　(２-ﾌ)
　以下のベクトル演算子の関係を用いる。
　　　　　　　divgrad盲＝graddiv U -rotrotU
　すると(l岬)式は(2-8)式のように書き直される。
　　　　　　　(λ士2μ)graddivij作rotrotU十p(?Y2ij＝O　　　　　(2-8)
　以上に示した弾性波動方程式は、以下の２種類の境界条件あるいはそれらの組み合せ
の下に解かれる。
　　(変位境界条件)
　　　　　　　～　～u7u8　　　21t Su　　　　(2-9)
１８
(応力境界条件)
　　　　　ｔニ則nメI こtB ゛lt SI （2-10）
　　　　　S=SuUSt
弾性波動方程式(2-8)式の一般解は(2-II)式で与えられる。
　　　　　iiニリ“ldφ＋rotΨ　　　　(2一目)
∇2φ＋
(０２Ｔ２
????
∇“Ψi十
ω２Ｔ２
???
?
φ＝０
炳゜０
φを変位のスカラーポテンシャル、Ψiを変位のベクトルポテンシャル成分と称する。
2土1面外問題の解表現
　(y6)式において添宇1､2､3はそれぞれx､y､zに対応するので、叫/dy=oとすると(2.12)式と
なる。
(λ十μ)( RI，11 f ii3,31)＋μ(iil，II+ii1,33)＋pωり2 iil＝0
μ恥,】け 聡,33)十ｐ(ｏ２回
～
U2
　　　　　　(λ十μ)萌,13十痢,禎十μ(釧，
　(2一12b)式は他と独立に扱うことができ
てフーリエ変換すると(2-13)式となる。
　　　　　　百2,33 －(k2－kj)ヅ)百2＝0
?????
ふeikx dx
＝０
目十剛,畑十p(o≒2痢＝０
変位妬のみの方程式である。
(2-13)
(2-12a)
(2-12♭)
(2-12c)
lの式をxについ
　　　　　　　　　　kso＝al/vs、vs＝fii‾7‾ii
記号‾は振動数一波数領域の量であることを明示するが、あいまいさのない場合には
省略するものとする。
　【2-】3)式の解は(2-)4)式で与えられる。
蜘＝B11＋B21
ξs＝cosh(ks･z)、 11 一一 sinh(ks･z)
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　k､の偏角については上昇波および下津波の区別に基づいてAppendix-Eに示すように評価
される。
　z=const.面で指定される境界条件は変位u2および応力成分勺2=μu2､3であり、応力成分
のフーリエ変換は(2-15)式で与えられる。
　　　　　　剛2＝μc･応,3＝μc ks (Blns＋B2こs) (2j5)
皿
　(2-12a)式および(2-12c)式で定義される問題が面内問題であり、(2-11)式にしたがってス
カラーポテンシャル(pおよびベクトルポテンシャル成分Ψjを導入すると、その解は(2-16)
式で表される。
?―
?‐
???????
ｙ２,３
ii3＝φ,3＋Ψ2,1
(2-16a)
(2-16b)
　これらのポテンシャルは(2-11)式に示すようにHelmholz方程式の解であるので(2-13)式
と同様にxに関するフーリエ変換を行うことにより(2,17)式のような波数領域での解表現が
得られる。
??????????
一
y2
p゛A2ηp
???????
???
゛A4ns
cosh(kP･z)
(2-17a)
(2-17b)
nP
一
一 shlh(kp･z)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-四J　　　　　　　　　　　　　　　fSにWz=conSt.面で指定される境界条件は変位ul，u3および応力成分(y31 ，(y33であり，応力成分
のフーリエ変換は(2-18)式で与えられる。
　　　　　　－(y31＝μc(ik石3十卯3)
－
(y33
一
一 λc(ik百I十痢,3)十2μc敗３
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(2-18a)
(2-18b)
2土3　首座包装での7ほｊ
　弾性波動方程式は円筒座標系において(2J)式で与えられる。
∇2U
∇‘v
Ｕ
一 一
I ’
つ
ー
ヱ
I･ 2
－
＋
ユ
．
ｒ２
よ
ｒ２
∂V
一一一
∂0
∂u
∂0
＋
＋
！
－ 一 一??
Ｉ
Ｉ
一一2V
∇２ｗ＋古昔＋kj)Y
△
　∂u
－
　-‾∂r
∇2=
?????
?』? ）
∂r2
(･
∂V
－
∂0
?????
十u)十
∂
一
∂r
??
∂
w
- ㎜ ㎜ ･ ･ ■ ㎜
∂
z
???
∂Θ2
?』
??
１
－
「
＋k訃
∂Ａ
∂ ０
Ｗ
-
-
∂2
??????
２
Ｕ 一
一
０
十kj)ヅ゛ニ０
０
(2-19a)
(2←19b)
(2-19c)
　上式中u､v､wはそれぞれr、∂、､z方向の変位成分を表す。円筒座標系における応力成分
は(2-20)式により変位成分の項で示される。
(了zr
(yze
(yzz
-
-
一
一
-
-
げ（
匿
∂u
－
∂z
(ﾔ
λC(I
寸
∂w
-
∂0
＋ か
??】?
??
∂V
∂ ｅ
＋
言)十与c
(2-20a)
(2-20b)
(2-20c)
　(2-11)式にしたがうと変位成分は(2-21)式のようにポテンシャル表示するニとができ、
それらのポテンシャル関数は(2-22)式の解であり、変数分離を行い∂こOに対して対称成
分をとることにより(2-23)式のように表すことができる。
Ｕ
Ｖ
Ｗ
一
一
一
一
一
一
∂φ
∂r
＋
?
??
一
「
∂
∂φ
－
∂z
０
Ｌ
「
＋
―????
∂Ψz
∂0
∂Ψr
∂z
∂(里0
　∂r
∂Ψe
　∂z
∂Ψz
一
∂「
r）
！
1’
∂Ψr
(2-21a)
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(2-22a)
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　Achenbach(1973､1987)にしたがって、恥およびΨeを(2-24)式で表すと、変位成分は(2-25)
式で表され、応力成分は同様に(2-26)式で表される。
ΨΓ＝sin(ne)(C11＋C2 11s)J1141(k()
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2.2云達マトリックス港Hasken 1953･ Harkrider 1964
皿
　第丿層の上下層境界面での状態ベクトル‰を(2-27)式で定義すると、(2-14)式および(2-
15)式からポテンシャル係数を消去することにより、伝達マトリックスが(2-28)式で定義さ
れる。
vA(z)＝
｜
戦
－
U2
－
(y32
(z)
(z)
???????????
．??＝?
ぢ
｜
?
(zj)
‰j　　nsdj/(μjc ksj)
μjcksjn哺 ‰j
(2-27)
(2-28)
'cosh(ks Hj)＝ξsjξsa41)－1がls(j.1)，ξsj＝cosh(ks zj)
　　　　　　　lsdにsinh(ksHj)＝‰戸桐固)－nsjs(戸1)、Tlsj＝sinh(kszj)
　また､(2-14)式および(2-15)式の第丿層内の波動を上昇波と下降波に分けて書き直すと
(2-29)式が得られる。
VA(Z)＝
FA(z)＝
FA･
???
　－(z)QA
　　　exp(ksz)
　μcksexp(ksz)
　　　　石ＪＢけB2
　　　　AコBI－B
j
上式中(BI+B,)は下降波成分を
　　(2-29)
　exp(－ksz)
μcksexp(－ksz)
1
ヽ(BI－B2)は上昇波成分を表す(Appendix-E参照)。
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之
　第丿層の上下層境界面での状態ベクトルVIを(2-30)式で定義する。(2-17)式を(2､16)式に
代入し、更にその結果を(2-18)式に代入すると変位および応力のポテンシャル係数による
表現がえられ、それらからポテンシャル係数を消去することにより、伝達マトリックスが
(2-31)式のように得られる。
　VI(z)＝(百li百3石31 i石3い1　　(2-30)
　V7(zj･1)＝R白々(zj)　　　　　　　(2-31)
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　次に、層内の波動を上昇波と下降波に分けて第丿層の上境界面での状態ベクトルとポ
テンシャル係数の関係を記述すると(2-32)式の関係が得られる。なお、図式中(AI+Aっ)、
(A拷A4)は下降波成分をヽ(AI－A2),(AI－A4)は上昇波成分を表す。
　　　　　　－
VI(z)＝FI(z)QI
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(2-32)
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ｊ
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皿
　(2-25)式および(2.26)式に示した変位および応力の表式において、rおよび引こ依存す
る部分は共通の形式を持っているので、zに依存する部分のみについて(2-33)式のように
２種類の状態ベクトルを定義する。これらのベクトルとポテンシャル係数の関係はそれぞ
れ独立であり、またその関係を表すマトリックスは覧については面外問題と同一であり、
‰については面内問題と同一である。したがって、面外および面内問題に関する(2-28)式
から(2-32)式を用いて、それらの状態ベクトルの伝達関係は(2-34)式により、また上昇波
および下降波成分を表すポテンシャル係数との関係は(2-35)式により表現される。
VE(z)＝
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陥バ
?? ―??????
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ｊ
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一
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　　　　－
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∧ズブX
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(2-33a)
(2-33b)
(2-34a)
(2-34b)
(2-35a)
(2-35b)
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2.2.斗云｀幸マトリックス法による貿‘び
　基盤上あるいは半無限弾性体上の成層弾性体上店卸を含む任意の境界面に、加推力ある
ｏは強制変位が作用する問題を考える。対象とする擾乱が、(k出居とk層の間の境界面z1
に作用すると仮定して何等任意性を損なわない。その擾乱の放牧領域での表現を記とす
る。具体的にはそれぞれの問題に従って、以下のように振動敏一空間領域での擾乱硲に、
フーリエ変換あるいはハンケル変換を行って必を得る(APpendix-C参照)。
　(面外問題)
　胎Aづ5uっ6(yP)T
??????? ???
6(yA eikx dx
(回内問題)
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(2-36a,b)
(2-37a､b)
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●－-㎜-■
　　kr
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　0
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???
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(2-38a､b)
　－5(恢dk
］
硲do dr
　(1)剛基盤条件
　第n層下面z=z91での状態ベクトルは、z=Oでの境界条件およびz=z61での擾乱の条件に
より一般的に(2-39)式で示される。
ＶＩ
Ｔ ? ?
隔心 一一 TOV1(O)十Tk5(y
一
一
Ｒ ° Ｒ ＩＩ'１
‥．Ｒｊ＋１
ｋ
(2-39)
すると、表面z=Oでの状態ベクトルは次式で示される
鶏＝－T【ilTj妬‰T(il Ｖｎ(ｚｎ士1)
○
(2-40)
剛基盤条件が規定された時のz=Oとz=z91での状態ベクトルの関係は(2-41)式となる
言
｜
-
~ －Ｊ
J＝T〔ilTk，
ぢ(znf1)
D附
??）】?
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Ｋ 一
一
１
腎
0
(zn十1)
｜
(2-41)
一
一
T〔il
K帽J215砂＋J22凪F＋貼o)}
○
したがってヽ表面z=Oでの変位成分はz=zu1での擾乱により、（2-42）式のように示される。
g(o)＝－J118励－J12 85よ＋KI2Kj(J215砂＋J228附＋戟o)l　(2-42)
(2)放射条件
　　　　　　　　　　　　　－半無限体のポテンシャル係数Ｑはz=Oでの境界条件およびz=z61での擾乱の条件に
一般的C こ(2-43)式で示される。
＝F'】TOVI(0)＋F‾I'Tk 8ak
すると、表面z=Oでの状態ベク ドレは(2-44)式で表される。
VI(O)＝－T61TμS石りT(il F石
　半無限棒で放射条件が指定された時のz=Oでの状態ベク
関係は(2-45)式となる。
｜
翰o）
翰o）
｜
一
一
ヤ 砂
石附
｜
侃＝L帽J216融＋J22拓よ＋勅(o))
L＝T(il F
(2-43)
??
　(2-44)
トルと半無限体内下降波成分の
(2-45)
したがってヽ表面zﾆOでの状態ベクトルはz=z41での擾乱により（2-46）式のように示され
る。
vj(O)＝－J11 6融－J12 65よ＋L11 L川J2t6砂＋J226附＋姑O)|
－ 29－
(2-46)
　(3)薄層境界面での状態ベクトル
　(1)および(2)の各条件に従ってz=zoでの変位成分va1(O)を求めた後、評価すべき境界面で
の状態ベクトルを(2-47)式により求める。
Vj(zj+l)゜RjRj'し.Rlil(0)　　　(j！k) (2-47a)
　　Vj(zj+1)゜RjRj‾1…Rl i'1(O)4'RjRj'l…RI(゛185k　　　(j＞k)　　　　(2-47b)
しかる後、適当な積分逆変換を用いて振動数一空間領域での解を求める。
匍
2.3諒･マトリックズ｀　Kausel and Roesset 1981
2.3.11性マトリックスの＾ヽ
　伝達７トリフクスはヽｊ層の上境界面゛7jと下境界面2゛jヽ1での変位および応力成分を
要素とする状態ベクトルを、(2-28)式、(2-31)式、および(2-34)式に示したように結び付け
ており、それらの関係は一般に(2-48)式で表される。
言
=日
??り脳い
いり(zjり
(2-48)
　Rjで表される伝達マトリックスは擾乱円振動数、波数、材料定数、層厚の関数であり、
状態ベクトルは変位と応力成分で書かれているため、境界面の法線ベクトルがｚ軸の負の
向きであるﾌﾆ7j+1の面では表面力成分と応力成分の符号が異なる。すなわちヽ境界面での
変位と表面力の関係は(2-49)式で示される。
j u'j(zj,1)
レ炉(zト1)
???????―
－Ｕ
－
? ?
? ―
? ?
(zj)
(zj)
１
(2-49)
　上代の表面力成分を左辺に、変位成分を右辺に移項すると(2､50)代となり、層の剛性マ
トリックスKhが(2-51)式で定義される。
に訃（
KL’
I
R22RI
RdR11
1'jR11－R21
Ｒｊ
Ｒ２２Ｒ６
」
(2-50)
(2-51)
　最下端の半無限体部分では、z=z91の境界面での状態ベクトルと半無限体のポテンシャ
ル係数が(2-29)式、(2-32)式、および(2-35)式に示したように、(2-52)式の関係で一般的に
与えられる。したがって、半無限体のインピーダンスマトリックスKHは(2-53)式により定
義される。
Vd(zn士l)G
ら(zn士1)
-
- F(zn祠
ぐ
V。(zn.1)＝KHVd(zn.l)
KH＝F2I F d
―??
(2-52)
(2-53)
　(2-51)式で表される剛性マトリックスは層境界面での連続条件および外力条件の下に、
通常のFEMと同様に全体マトリックスに結合され、最下端に固定条件あるいは(2-53)式で
示される放射条件を適用し、逆行列を求めて波数領域解を得る。つぎに、伝達マトリック
３１
ス法と同様に逆フーリエ変換に
??
空間領域の解を得るという手順が用いられる。
2.3.2　　ロs削こお1る豚マトリックス
　(2-54)から(2-57)式に面外問題の剛性マトリックスを、波数と振動数それぞれがOの時の
解と共に示す(Kausel and Roesset､1981)。
　(I)k>O and ω>0
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(2-54a)
(2-54b)
(2-55a)
(2-55b)
(2-56a)
(2-56b)
(2-57a)
(2-57b)
2.3.3　　ロ頴におけるI性マトリックス
　(2-58)から(2-61)式に面内問題の剛性マトリックスを、波数と振動数それぞれがOの時の
解と共に示す(Kausel and Roesset､1981)。
　(1)k>O and ω>0
E)=2(ぺμg)ｿ改+ﾔﾄAa
いおcぼパニ」
K11
一
一
k2－kJ
2Dk2
｜ ??
叫μ1,a一管ｕ恥j
sym.
　k2+kj2
一
　2k2
?????
1’ξpdξsd十
瓦
kp
K22はK11の非対角項のみ符号を変えたもの
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(2-62)
　上式中仙は仮想変位であって変位境界においてＯとなる微分可能な任意関数である。上
式より、弾性波動方程式と応力境界条件に仮想変位の重みを付けて平均的に満足する条件
は、仮想変位に対して系のなす仮想仕事がＯであるという仮想仕事の原理と等価である。
また調和運動の仮想仕事の原理は(2-63)式となる(waas､1972)。
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K22はK11の非対角項のみ符号を変えたもの
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(2-59c)
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(2-59e)
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　O
cot
　o
11
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(2-60a)
(2-60b)
(2-61a)
(2-61b)
2ふ4　首座票系にお6る目性マトリックス
　円筒座標系での伝達マトリックスは２種類の状態ベクトルにわけて独立に考えることが
でき、それぞれが目処問題および面内問題での伝達関数に対応する。また、状態ベクトル
と上昇波および下津波成分を表すポテンシャル係数との関係についても同様である。した
がって、剛性マトリックスに関しても同様に、2.3.2および2.3.3に示した面外問題および
目内問題の定式化をそのまま用いることができ、得られた解に(2-38)式と同様にハンケル
逆変換を行って空間領域の解を得ることができる。
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　2.4蓮層　字体Kausel and Peek 1982-1
　薄層要常法は形式的には新注マトリックス法であるが、その剛性マトリックスの要素が
近似的に得られているため、無理関数を含まない代数式で表されるという特徴を持つ。解
法の特徴は、基盤上の成層弾性体を扱うときにsimilarity変換(Appendix-A)により、逆行列
を水平波数の比較的単純な関数として評価することでき、結果として数値積分をせずに済
む点にある。
2.4.1　みヽ　'｀　伴と反想　　の京丿
　重み付き残差法は、変位境界条件を満足する近似変位関数の係数を粘度よく合理的に求
める手法であり、弾性波動方程式への適用は(2-62)式となる。??
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司および印はそれぞれiiiおよびEijの複素共役である。
　2.4.2　夕。におCるヽ｀層1性マトリックス
　(2-12b)式と(2-15)式に重み付き残差法を適用し、変位成分を層厚方向に線形分布を有す
る(2-64)式で近似し、仮想変位を(2-65)式で定義すると、薄層剛性マトリックスは(2-66)式
で与えられる。
　　　辿(幻列1-2/H)辿(フト1)バ2/H禅2(勺)　　　(2-64)
　　　貼(z)＝庄z/H)、　毎2(z)＝z/H　　　　　(2-65)
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(2-66)
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ｐＨ
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2.4.3　　ロｓにお1るヽ｀　　鄙性マトリックス
　(2-12a)および(2-12c)式と(2j8)式に重み付き残差法を適用し、変位成分を層厚方向に線
形分布として(2-64)式と同様に近似し、仮想変位を(2-65)式と回禄に定義すると、薄層剛
性マトリックスは(2-67)式で与えられる。
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(2-67)
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2.4.4　悠座索系におけるー層習性マトリックス
　基本式の提示においてはポテンシャル表示により問題を定義したが、ここでは変位成分
に関する表式に直接重み付き残差法を適用するため、弾性波動方程式を(2-68)式で表す。
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(2-68a)
(2-68b)
(2-68c)
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(yze
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(yzz
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　μc(訂－kw)
　　贈
λc?十(λc十2μc)
　｜
レ
(2-70)
　一般化弾性波動方程式の(2-69)式の第２式および一般化応力成分の表現の(2-70)式の第
２式は、面外問題の弾性波動方程式(2-12b)式および庄ヽ力成分の表現(2-15)式と同一である
ので、一般化応力成分と一般化変位成分の関係を表す厚顔剛性マトリックスは(2-66)式と
なる。また、一般化弾性波動方程式の(2-69)式の第１式・第３式および一般化応力成分の
表現の(2-70)式の第１式・第３式は面内問題の弾性波動方程式(2-12a､c)式および応力成分
の表現(2-18)式と同一であるので、一般化応力成分と一般化変位成分の関係を表す落雁剛
性マトリックスは(2-67)式となる。これらの関係をまとめると(2-71)式が得られる。
｜
―??‐ ???
????????
T(o)C(r
ｽ
０
０
¬
｜
ｊ
???????
tr(zj)
te(zj)
tバzj)
lr(Zj.I)
te(zjJ
tz(zj4))
????????
一
一千
Ｋ＝Ａｋ２十Bk十Ｇ－ω２Ｍ
(2-71a)
(2-71b)
(2-71c)
(2-71d)
(2-69)
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∂(rv)
-
∂｢
　変位成分を変数分離形でロー25)式のように一般化変位成分で表してロー68)式に代人する
と、変数rおよび∂を分離した一往化弾性波動方程式が(2-69)式として碍ら牡る。また、
応力成分に関しても(2-26)式で一般化応力成分が与えられるので、(2-70)式の一般化応力
成分と一般化変位成分の関係を用いて、(2､69)式に重み付き残走法を適用すればよい。ま
た、(2-69)式および(2-70)式はそれぞれの第２式が他の２式に独立な関係を表している。
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2.4jS層　査｡｀による"･UE
　基盤上の成層弾性体の上端部を含む任意の境界面に加振力が作用する問題を考える。
2.4.2から2.4.4に示されているように、面外問題、面内問題ならびに円筒座標系において
変位と外力あるいは一般化変位と一般化外力の関係は(2-72)式のように表される。
???
?????????
］
一
一
｜
(2-72)
　　　Km＝Amk2十Bmk十Gnドω2Mm
　通常の構造物にならって、層境界面での変位の連続と力のつりあいを考慮してマドトノ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ー　　　－クスK.を結合し、全境界面での変位Uと外力Ｐの関係を(2-73)式のように構成する。
　　－　　－Ｐ＝ＫＵ
形式的に変位ベクトルＵは(2-74)式で得られる。
　　汀＝K-lp‾
(2-73)
(2-74)
　ただし、通常の逆マトリックスのルーチンを用いて上式の演算を行うとすると、後に現
れる積分逆変換を評価するのに必要な、すべての波数ｋについて逆行列を求めなければな
らない。また、振動数領域から時間領誠に変換するとすれば、FFTを行うのに十分な数の
振動数の個数について上述のプロセスを繰り返すこととなり、実用的とは言い難い。した
がって、ここではsimilarity変換あるいはspectrum decompositionという方法により逆行列を
求める方法を用いる(ApPendix-A参照)。
　出盛他誌題
　(2-66)式で示される面外問題を考える。面外問題ではK11の成分B｡がＯなので、全境界
面での変位と外力の関係は(2-75)式で表される。
ｉｉ＝(Ａｋ２＋Ｇ－ω２Ｍ)Ｕ
固有値問題は(2-76)式で定義される。
　　(A kj2十c)xy＝0
(xげ(AkiリＣ)＝０，　Ｃ。Ｇ＿ω２Ｍ
(2-75)
(2-76)
(2-77)
(2-76)式に()(げを左から、(2_ﾌﾌ)式にxyを右からかけて、その差を取ると、
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皿
6Y2
Ｇ＝工
　　Ｈゾ
{xげAXr(k八哨＝０ (2-78)
　したがって、XLとxリよ行列Ａを介して直交する。右固有ベクトルxkを列とする行列を
X‰左固有ベクトルXLを行とする行列をX6をすると、
(Ａ[回]十C)XRニ0
XｿA[kj2]・Cﾄ０
(2-79a)
(2-79b)
以後Ｍは対角行列を表す。
また、〔2-78〕式に示される直交条件は(2-80)式のように書かれる。
　　XIJA X゛＝r､JJ　　　　　　　　　　　(2-80a)
xl c x゛ ＝ぐ,JJ[kj2]
(2-75試の左からX1をかけ ると
XﾘAk2＋C)X刈X゛)‾lijにXLp
(y80)式の関係を代入して、
りyJJかiﾐ]｣(ｘﾂﾞU＝x1戸
的に振動数一波数領域での解汀は(2-S
汀゜ｘ゛ﾄJJk2JJjk?)ﾝlxlJ
(2-81)
(2-80b)
　　LL｀jμ‾'L｀jJI-｀j､』｣り｀　j　｀j゛Ar　　　　(2-82)
最終的に振動数一波数領域での解汀は(2-83)式で与えられる。
(2-83)
上式中xgとx1は固有ベクトルからなる行列であり、りjおょjkj2｣は定数マトリック
　　　　　　　　　　　－スでkの関数ではない。Ｐは境界面に作用する力のxに関するフーリエ変換からなるベクト
ルであり、その要素は(2-84)式の形で与えられる。
P(k)
??????? ?
p(x)elk｀dx
(2-84)
　したがって、集中力の場合のP(k)は定数となり、一様分有および三角分布ではkを含む
　　　　　　　　　　　　　　　　　ｰ-三角関数となるバ2-83試より、Ｕは比較的簡単なkの関数として与えら牡るのでバ2-85)
式に示すフーリエ逆変換による振動敬一空間領域への変換が解析的に行なわれる。
u(x)＝
上
2π
?
･･
　一U(k)e' ik｀dk
C･3
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(2-85)
　□)面内問題
　面内問題では各層の薄層贈げマトリックスにkの１次および２次の頂が含まれているの
で、２倍のサイズの線形固有値問題を解く必要がありそうに見える。しかし、公休剛性行
列を層毎に重ねていくのではなく、成分毎に重ねていくことにより、(2-86)式の形式で公
境界面での変位と外力の関係が表される。
O礼
ﾚら 戸
??ー?????
Ｋ＝Ａｋ２十Ｃ
ソ
ＡＸ
ＢＬ Az
」
’c°
」 Ｃ
Ｘ BXバ
Cz」
(2-86)
　Ａヽ等はtridiagona』なサブマトリックスであり、B回を除いて対称である。(2-86)式の剛性
マトリックスは(2-76)式の面外問題の場合と同形であり、その解は次式で与えられる。
ぽ]ﾆ)(付丿汪ドバ引ﾄﾞづご)
(2-87)
上式中、XりまＡｋ２＋Ｃの右固有ベクトルを列に並べた行列であり、Xりよ左固有ベクト
ルを行に並べた行列である｡［kj几よAk2+C=Oの固有値kげを対角に並べた対角行列である。
にJ｣は(2-80)式と同様に定義される固有ベクトルの直交化に関達した対角行列である。面
　　　　　　　　－　－外問題と同様に、Ｐ､とPﾊﾞま振動数一波数領域での外力のフーリエ変換である(Appendix-c
参照)。また、振動数一空間領域での変位解は(2-87)式をフーリエ逆変換して得られ、そ
の積分は解析的に評価される。
　(3)円筒座標系
　円筒座標系における２種類の独立な一般化外力と一般化変位の関係は、面舛問題と面内
問題それぞれと同様な関係であり、藻屑剛性マトリックスは(2-ﾌI)式以下で示される。し
たがって、面内問題および面外問題と回禄な議論が円筒座標系にもあてはまる。西内問題
に類似の町、u｡、い≒をそれぞれ自由度に従って並べ、つぎに面外問題に類似のuおり
を並べて全体剛性マトリックスを構成すると、(2-88)式の形式で全境界での変位と外力の
関係が表される。
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(2-88)
一一
AX
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ＸＺ Az
Ay」
????」???＝??
ＣＸ　Ｂｘｚ
　　　Ｃｚ
　ここで恥等はtridiagonalなサブマトリックスであり、B､乙を除いて対称である。（2-88）式
の剛性マトリックスは面外あるいは面内問題と同形であり、その解は次式で幡えられる。
??????? ??
＝xﾘJJk2＋y]｢k
?
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　－ｋ Ｐ;
－
Ｐａ
??
(2-89)
上式中、x｀、xljJJjkj2］の定義は面外および面内問題の場合と同様である。　（2-71）
式に示されるように、一般化変位あるいは一般化外力は変換マトリックスTおよびＣを介
して空間領域の解と結び付けられており、面内および面外問題のようにフーリエ変換対と
なってはいない。しかしながら、それらは(2-38)式に見られる関孫にあり、n次の円周方向
　　　　　　　　　　　　－次数に関する一般化外力Py(k)と空間領域ｏ外力Pyは(2.9o)式で結ばれる。
－
P7(k)＝叫
」ニ
?
rCn(r)
?
Tn(e)P?(r,e)do dr，
r､z､e、an＝1/(2π)for n
-
- O、1/7てfor n ≠0 (2-90)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　一また、(2-89)式に従って一般化変位Uj¨(k)をn次の円周方向次数について求め、最終的な
振動数一空間領域の変位解Uj(r､0)が(2刈試として得られる。
Uj(r,e)＝
QQ
Σ
n=0
Tn(e)
j:kcﾊﾞr)u六k)dk
(2-91)
　以上の関係は、考えている擾乱が∂こOに関して対称なものとしていることならびに
Ｃバ0中の要素について以下の関係を考慮すると、一般化されたハンケル変換とみなされ
る。
　　　jﾌﾟしyJ｡(kr)＝ヤリ｡.l(kO－Jnバkr)}
旦
kr
Jよ)づ{Ukr}＋Ukl)}
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2.5第2章のまとめ
　第2章では、成層弾性体のグリーン関数の構成に関する既往の研究を順序立てて整理レ
本論文中で用いる記号、用語等の定義を行った。まず、基本式の提示から始めて、伝達マ
トリックス法、剛性マトリックス法、薄層要素法それぞれの定式化を面外問題、面内問題、
円筒座標形について示し、解表現を得るためのマトリックスの操作を整理した。
　以上の解法の発展過程において、薄層要常法を近似化された剛性マトリックス法と位置
付け、積分逆変換を解析的に行い得る同手法の特長を成層半無限体に拡張する意義を示し
た。
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3.1境界要走法の特徴
　本章では、第2章で述べた伝達マトリックス法の応用として表層のある乍㈲則鮒生体の
グリーン関数を求め、全転脱体の基本解、鏡像点に点加振が作用する鏡傀基本解、および
斉次解の和の形式で表す。つぎに、グリーン関数を用いる最も一般的な解決である境界要
素法への応用に開運して、伝達マトリックス法で求めた表層のある半無限弾性体のグリー
ン関数を、埋め込み基礎と地盤の動的相互作用問題に応用する。境界要奏法を用いる際に
は境界要素上での境界積分を評価する必要があり、Cauchyの主情の意味で特異解の積分を
行わなければならない。グリーン関数を基本解、鏡像解、ならびに斉次解に分離しておく
と、特異性を有する基本解部分が陽な形で得られるので特異積分の評価が容易となる利点
を示すことができる。
　弾性波動方程式の一般的な解表示であるrepresenぼiontheoremは、境界面での変位および
表面力と、グリーン関数の表面力成分および変位成分の積に開する境界積分表示である
(Aki and Richards､1980)。この表示にしたがって問題を解く一般的な解法が境界積分方程
式法であり、船敗北しか要素上で変位関数を仮定して境界積分を評価し、要素上の節点で
の変位および表面力の線形代数方程式系を解く数値解析手法が境界要素法である。また、
境界要素決は重みつき残走法のひとつであり、Galerkjn法、Rayleigh Rit石去、選点法、およ
び有限要素法と回禄に定式化されることが示されている(Brebbia､1978)。
　有限要素法に代表される媒体の内部を船歌化する領成型解法に対して、境界要素法は離
散化する領域が媒体の境界面に脱られる境界型解決であるため、前者に比べて計算次数を
ひとつ引き下げることができる。ただし一般に領成型解法が達成度の低いsparceな剛性
マトリックスを与えるのに対し、境界要素法で得られる剛性マトリックスは達成度の高い
fullmatrixになるため、行列計算上の計算容量あるいはsparceなマトリックスの解法の利用
という面で必ずしも有利ではない。
　境界型解法が弾性波動方程式を地震工学に応用する上で好まれる理由は、その特長とし
て特別な配慮を払うことなく無限領域を扱える点にある。この特長は境界要素決が半解析
的手法であり、重みつき残走法の重み関数として無限遠へ波動が逸敗する放射条件を満足
したグリーン関数を用いることから生じる。グリーン関数には、薄層要素決等で求めた数
値解か用いられるときもあるが、一般には解析的に構成されたものが用いられ、その構成
方法および境界要素上での積分方法に工夫が必要となる。また、境界要奏法は基本的に線
形解析手法であり、媒体の組成が単純で大きな体積をもつような問題の解析に向いている。
　グリーン関数は、主として境界要素法に応用することにより動的相互作用問題に用いら
れ、各種形状の埋め込まれた基礎の相互作用解析および成層弾性地盤への拡張に伴い、動
的相互作用問題を扱う代表的な数値解法とみなされるようになった。また、それ以外にも
排土の費目モカを別途考慮することによりグリーン関数の応力解を必要としない巧みな方法
　(田治見　泉川､1982)や、nexible volume法(長谷川　中井､1990)といういわゆる容積法
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への応用も存在する。
　基礎と地盤の動的相互作用問題はまず剛な表面基礎について研究され、それらは地盤表
面での境界条件を厳密な混合境界とするか、あるいは近似的な応力境界とするかで解決が
分類された。混合境界性問題は、基礎’ﾄﾞで剛体変位分布を与え、それ以外の地表面で自由
表面条件を規定する。応力境界値問題は基礎下の剛体変位の条件を近似的に応力条件に置
き換えるもので、多くの場合静的なBoussillesque分布が用いられた。
　初期の研究では取り扱いの容易さから応力境界が用いられ、多くの成果が挙げられた
（Reissner､1936;BycroftJ956;小堀　川井　鈴木　日下部､1967）。しかしながら、近似的
な基礎下応力分布では基礎下各点での振幅および位相が剛体分布から外れ、問題の定義自
体があいまいになることから、厳密な流会境界の扱いもその後多くなされている（Datta、
1970;Kobori､Minai､and Shinozaki､1973）。
　田治見は、半無限棒の表面点加振解の計算を行い、その近似解を振動アドミッタンスと
定義した。そして、Boussinesque解を利用して任意形状の基礎の変位を静的に扱う影響関
数法を、動的な問題にも拡張し得ることを示した（田治見､1959）。この方法では、基礎
下の地盤表面を要素分割して、各要素内の変位および表面力を一定と仮定することにより、
要素回心での変位と表面力の問の柔性マトリックスを定義レ変位を規定して表面力およ
びその合力を求めることができる。また、表面点加振解を波数積分で厳密に求めて以上の
手･決を用いた研究もある（北村・桜井､19ﾌ9; Wong and Luc0､ 1976､前田､1985-I）
　表面基礎の研究において表面点加振解を簡単に用いることのできる理由は、点加振応力
解を用いる必要がなかったことにある。すなわち、表面上のある点を加振しても表面上の
他の点の応力条件を乱さないため、表面力を並べたベクトルに影響関数（柔性）マトリッ
クスをかけるだけで変位を表現できるわけである。また、表面基礎の基礎人力動を求める
場合にも、自由地盤の地表応答変位の符号を変えて影響関数マトリックスの逆行列に作用
させてドライビングフォースを求め、その後基礎のインピーダンスを用いて基礎人力動を
評価することができる。したがって、入力動に関してもグリーン関数の応力成分を用いる
必要がない。更に、基礎の剛性をFEM等でマトリックス表示レ影響関数マトリックスと
組み合わせることにより弾性基礎の応答を求めることもできる（lguchi and LucoJ981）。
　しかしながら、埋め込み基礎では一般に基礎の占める部分を地盤節分で置換した地盤モ
デルの点加振解を用いるため、基礎と地盤の境界面に対応する地盤内の点を加振すると、
その境界面上の他の点の変位のみならず応力の条件をも乱してしまう。したがって、表面
基礎のように影響関数の評価だけでは問題を解くことができないので、より一一般的な境界
積分方程式法あるいはreprese巾tion theoremを用いることになる。逆にいうと表面基礎の問
題は境界積分方程式法の特殊なケースにあたる。
　境界要奏法を用いて埋め込み基礎の動的インピーダンスおよび基礎入力動を求めた研究
にはヽ全無限体のグリーン関数（基本解）を用いて基礎近傍の地表面の一部をも要素分割
して自由表面条件を規定するもの（Dominguez､1978-I）、ならびに自由表面条件を満たし
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たグリーン関数を用いて基礎と地盤の境界面のみを要素分割するものがある（川瀬､）981:
Kausel and Peek､1982-2; Maeda､ 1982;Tanaka and Maeda､ 1984）。前者のグリーン関数は簡
単であるが、地表の要素分割についての検討が必要である。遂に、後者のグリーン関数は
その評価自体簡単ではないが、要素分割が境界面のみに限定されるため取り扱いが明快で
ある。また、成層地盤のように他の条件をも考慮する場合、後者のより一般的な手法を使
う必要が生じる。以下の問題は後者の手法により扱われている。
(3-1)
(3-2)
　本節では、2.2に示した伝達マトリックス法により、表層をもつ半無限弾性体のグリー
ン関数を構成する。図3-1に示すようにx3軸を下方正にとる右手系を用い、半無限体上の
成層構造を１層としてその厚さをhとする。表層内の表面からの深さがdのx3軸上の点に
鉛直および水平（ｘ方向）点加推力の作用点を仮定すると、地表面における解は（3雨式で
与えられる。これらの式において粘性減衰を無視しd=Oとして地表面加振とすることに
より、既往の２層弾性体表面加推による表面変位に一致することを示すことができる（北
村・桜井・陳､1980）。
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　つぎに、表層内部加振による表層内部点における変位解を考える。松岡・ハ幡は半無限
弾性体のグリーン関数を全無限体の基本解[u゛]と鏡像解[u゛]および斉次解[u"]の和で表し
た(松岡・ハ幡､1980↓3)。すなわち、自由表面位置において全無限体の基本解により生
じる表面力の主要な部分を鏡像解で打ち消し、残りの部分を斉次解で消去して自由表面条
件を満たす方法である。鏡像解も支配方程式の斉次解であり、そこでは全無限体の基本解
と鏡像解の和を近似的なグリーン関数として用いる可能性が示唆された。このような近似
を用いないとしても、境界要素法でグリーン関数の境界積分を評価するときに、主催積分
として特異積分を評価する必要のあるのは、特異解すなわち全無限体の基本解についてで
ある。したがって、特異性をもたない斉次解をグリーン関数から分離しておくのは、主値
積分を行う際にグリーン関数を漸近展開する必要が生じるので有用である(Tanakaand
Maeda､1984)。
　ここで用いている伝達マトリックス法では、それらの解の合成されたグリーン関数が求
められるわけであるが、伝達マトリックス法で求めた表層のポテンシャル関数から、全無
限体の基本解に対応するソースポテンシャルを分離して評価することにより、上述のグリ
ーン関数の分離表示が可能となる。以上の方法により求めたグリーン関数を(3-6)式に示す
　(前田･1984)｡同式にお゛てヽρ2/ρ1°1･μ2/μ1°1･ l伺゛り･β1=β2=0;(pj:質量密
度ヽμj:剛性率ヽり：ポアソン比ヽβj=V､olμji/(aμj｢｣:粘性パラメータ、ａ：参照長さ)
とすることにより、既往の半無限弾性体についてのグリーン関数に一致することを容易に
示すことができる(松岡・八幡､1980-1-3)。
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　図3-2にρ2/ρ1=1、μ2/μ1=4、り＝り=1/4､β1=β2=0.2として半無限体のせん断波速度
を表層の２倍としたモデルに、せん断波長に対する比で表した無次元加振深さ0.6、無次
元肩摩1、5、（･）を設定した場合の変位および応力成分を示す。同国より、境界面近傍で変
位が押えられていること、ならびに自由表面条件が実現されていることがわかる。また、
加接点深さに対する表層厚の比率であるh/dが８程度であっても半無限体とは異なる様子
がみられ、層構成の影響が解析対象領域全般にわたって顕著に現れることがみとめられる。
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3.3.1宙式化
　図3-3に、表層をもつ半無限弾性体の表層に埋め込まれた、半球形剛体基礎の断面を示
す。図中の記号等は2.1で定義されたものと同様である。(3-ﾌ)式に、入射波場を含む媒体
内の散乱物体に関する境界積分方程式を示す(Shaw､1979)。
? ?
c(x)uk(x)－iik(x)＋D;I(x､y)ul(y)dΓ(y)＝lu:1(x､y)tl(y)dΓ(y)
(3-ﾌ)
　上気においてu1(x)およびt1(x)は点xでの変位および表面力のぺ成分であり、娠(x)は散乱
物体と媒体の接触面での入射波場である。uぶ(x､y)およびtよ(x､y)はグリーン関数であり、
点xに叙方向の単位点加振が作用したときに点yに生ずる変位および表面力のx1成分を表す。
cは点xでの境界面の滑らかさに依存して定まる定数であり、滑らかな場合は1/2を、それ
以外の場合は外向き境界面の立体角の1/(4０の値をとる。Γは散乱物体と媒体の接触面を、
xおよびyはΓ上の点を表す。
　境界要素上で変位および応力を一定値で近似する、n個の一定要素を用いて(3-ﾌ)気を離
散化すると、(y8)式が得られる。
　　　cN(i)一面(i)＋T;I(i､j)ul(j)＝U;1(○)tl(j)　　　　　　　　　　(3-8)
　上式中、iおよびjは1からnまでの値をとり、uji)およびtji)はそれぞれi番目の要素の中
央での変位および表面力である.UkごおよびTkがよ影響関数でありヽΓjを第丿要素面積ヽ｀i
を第i要素の回心として(3-9)式で定義される。
?
UJ1(i､j)＝lull(xi､xj)dΓ(xj)
Tレj）
??? ?
t;1(xi､xj)dΓ(xj)
(3-9a)
0-9b）
　コンプライアンスマトリックスおよび基礎入力動を無次元形で評価するために集中カベ
クトルＱを(3-10)式で定義し、(3-8)式を書き直すと(3-H)式となる。
Ｑｉ＝ｔｉΓｉ
‰
Ｇ
????
Ｑ＝
Ｇ
?????―
Ｑ 一
一
ｎｏｔｓｕｎｌｍｅｄ
Ｈｕごi:i
(3-10)
(y11)
/kぶｎ）Ｕ゛ｔ、　　Ｈ＝Ｃ‘＋Ｔ
　基礎は剛体であるので、その運動は(3-12)式および｢3｣3)式で定義する剛体運動ベクトル
Ｕと合力ベクトルPで特徴づけられる。それぞれのベクトルの成分は添え字の座標軸に関
58
｜
する量を表し、Ｕが並進、(pが回転、Tが力、Ｍがモーメントに対応する。aは代表長さで
あり、ここでは基礎半径を表す｡境界面上の変位は基礎剛体運動ベクトルＵとの開に(3-14)
式の拘束関係をもち、基礎に作用する合力は(3-15)式に示すように集中力ベクトルＱによ
り表現される。
Ｕニ(UI　U2　U3　岬1　岬2　岬３)Ｔ
Ｐ＝(ＴＩ　Ｔ２　Ｔ３　ＭＩ／ａ　Ｍ２／ａ　Ｍ３／ａ)ｌ
ｕ(ｘ)＝Ａ(ｘ)Ｕ
Ｐ＝Ａ(ｘ)ＩＱ(ｘ)
A(x) 一一
Ｌ
??? ???
０
０
１
　O　X3/a
-x3/a　o
xya xl/a
判
(3-12)
(3-13)
(3-14)
(3-15)
　｢3｣4)式および｢3｣5)式を(3-11)式に代入すると(3-16)式となり、(3-17)式で定義される[C]
がコンプライアンスマトリックスであり、{S*}が基礎人力勤である。
U＝1/㈲a)・C　T＋S゛
C＝a()gs[AT G 'IH　A]'1
S'＝l/㈲gJ・C A7 G-lu
(3-16)
(3-17a)
０一口b）
ｆｒｅｅ ｓＵｒｆａｃｅ
ｘ２
図3-3表層中に埋め込まれた半球形基礎モデル
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3.3.2影゛　゛の台ヽ･　法Tanaka and Maeda 1984
　影響関数は(3-9)式で定義したように、境界要素上でのグリーン関数の面積積分であり、
境界積分方程式の定式化からいってグリーン関数の特異積分をCauchyの主催の意味で行わ
なければならない。 3.1で述べたように表層のある半無限体のグリーン関数は、全無限棒
の基本解、策謀解および斉次解の和として表現されるので、特異性をもたない銅像解およ
び斉次解の面積積分は通常のGaussの求積法で評価すれば良く、特異積分の評価について
は全無限棒の基本解部分についてのみ行えば良い。以上より、斉次解か波数に関する無限
積分となるのに対して、全無限体の基本解および策謀解か空間座標の関数として得られる
ことから、境界積分の評価が極めて容易となる。
　全無限体の変位基本解部分の特異積分は図3-4の要素座標を参照して、基本解部分をr=0
まわりにTaylor展開した(3-18)式を用いて、rに関する主催積分を(3-19)式に基づいて無次元
座標について実施する。この積分は解析的に評価することができ、その結果は(3-20)式と
なる。さらに、引二関する積分は図心から辺土の点までの距離Rのθへの依存性を考慮し
て数値的に評価される。
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　全無限体の表面力基本解部分の特異積分は変位解と同様な方法で評価され、rとnが直交
することから、その結果は(3-21)式となる。則こ関する積分は(3-22)式を用いて数値的に行
われる。
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Maeda.!栃卦
　本節では、3.2節の表層をもつ半無限弾性体のグリーン関数を利用レ以下のパラメー
タを用いて半球形基礎のコンプライアンスマトリックスを求める。
　白1=い2/μ1=4、り＝勺=I/4､β1=β2=02､h/a=2、4ﾄﾞ）
　図3-5に示すコンプライアンスマトリックスはいくつかの表層厚と基礎半径の比h/aにつ
ｏて無次元振動数％ﾆk八洲こ対して描かれておりヽ同‾の媒体上に支持された正方形基礎
に対する結果（小堀　南井　鈴木､1976）との比較がなされている。半無限体における77
=0.2およびワ=Oの減衰に着目した比較を行うと、粘性減衰の導入が大きな位相差をもたら
すことがわかる。
　いくつかのh/aの結果を比較して成層効果について考察すると、半球形基礎および長方
形基礎のいずれにも同様な振動故にピークが存在し、それらが成層構造の固有振動に依存
する成層効果であることがわかる。また、表層厚を増すことによる半無限地盤への漸近の
様子が成分によって異なり、c11およびc44では比較的速やかに半無限解に漸近するのに対
しヽc33の漸近が遅いことがみられる。長方形基礎との比較において、成層性にかかわら
ず長方形基礎の上下成分c33の絶対値が半球形基礎よりも大きく抵抗が小さいのに対レ
ロッキング成分c44については逆に抵抗が大きいことがわかる。
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図3,5表層に埋め込まれた半球形基礎のコンプライアンスマトリックス（その１）
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3.3.が'Ｅ　ｊｌ　基礎の基礎　　　Maeda l982
　半無限地盤に埋め込まれた半球形剛体基礎の基礎入力動を、斜め入射SH波、P波、およ
びSV波について図3-6から回3-8に示す。各国には、地表原点(半球の中心)での自由地盤
応答で基準化した基礎入力動を無次元振動数に対して示しており、図中に示すパラメータ
は入射角の余角である。斜め入射SH波に対して生ずる基礎人力動成分は、並進、ねじれ、
およびロッキングの３成分であり、並進成分は無次元振動数とともに減少し、入射角が大
きいほど減少度も大である。ロッキング成分は、鉛直入射で他の入力動成分に匹敵する最
大の応答を示し、ロッキングを無視し得る表面基礎との大きな違いを示している。また、
入射角60度(余角30度)でロッキング成分がOとなるのが特徴的である。既往解との比較
において、FEMにより求められた鉛直人射に対する解と良い対応を示し(Day and Frazier、
1979)、ねじれ成分については解析解(Luc0､1976)とほぼ一致する。
　斜め入射P波に対して生ずる基礎入力動成分は、水平・上下２方向並進およびロッキン
グの３成分であり、並進成分はSH波同様似次元振動数とともに減少するが、入射角に依
存する変化はSH波に比べて小さい。また、図中に示した境界要素法による正方形表面基
礎の結果(Luco and Wong､ 1977)との比較より、埋め込みにより人力損失が増すことが明か
である。ロッキング成分は入射角の増大と共に減少し、鉛直入射では表面基礎と同様Ｏで
ある。
　斜め入射SV波に対して生ずる基礎入力動成分はP波入射と同じであるが、SV波入射には
P波の伝播限界で定義される臨界入射角∩=1/3の場合入射角約30度)があり、臨界角を
はさんで応答の振動数依存性が異なるのが観察される。
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図3-8表層に埋め込まれた半球形基礎の基礎入力勤（SV波入射）
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皿　弟3章では、第2章で述べた伝達マトリックス法の応用として表層のある半無限弾性体の
グリーン関数を求め、全無風体の基本解、鏡像点に点加担が作用する釧像基本解、および
斉次解の和の形式で表した。その結果表層を持つ半無限棒のグリーン関数でさえ、伝達マ
トリックス法による具体的な表現が相当に複雑となることを示し、表層厚と加振深さに関
する例題を用いて半無限棒と表層のある半無限棒のグリーン関数を比較した。
　つぎに、グリーン関数を用いる最も一般的な解法である境界要素法への応用に関連して、
伝達マドブックス法で求めた表層のある半無限弾性体のグリーン関数を、埋め込み基礎と
地盤の動的相互作用問題に応用し、グリーン関数から全無限体基本解を分離して効率よく
影響係数を求める定式化を示した。
　最後に、例題による検討として、これらの定式化にしたがって半球形剛体基礎のコンプ
ライアンスマドリックスおよび斜め入射実体波に対する基礎入力動を求めた。既往解との
比較より本解法の有効性を明らかにし、基礎の断面形状および地盤の成層構造のコンプラ
イアンス成分への影響ならびに基礎入力動における並進のフィルタリング効果、回転入力
の発生を示した。
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　４　　｀'益　゛'性　｀斤Jミインピーダンスのふ呂ヽ
　第2章で述べた薄端要素法でグリーン関数を求める場合、対象とする媒体が剛基盤上に
あるならば、数値積分により積分逆変換を行う必要がなく大変有利である。その理由は、
全体鮒匹マトリックスが薄端剛性マトリックスの重ねあわせで示されており、水平波数ｋ
の２次までの項の代数式となっているので、固有値問題を解きsimilality変換を用いて、積
分変換のkemel関数を有理関数と三角関数の積程度の単純な関数として評価しうるためで
ある。
　以上の利点を半無限体上の成層弾性体においても同様に生かすためには、薄層剛性マ
トリックスと同様な波数の代数式で表される、半無限弾性体の剛性マトリックスを求める
必要が生じる。振動数一波数領域で表された、半無限弾性体表面における変位と表面力の
剛性関係を表すマトリックスが、半無限弾性体のインピーダンスマトリックスの定義であ
る。したがって、十分な精度を有しかつ適当な形式のインピーダンスマトリックスの多項
式近似が存在すれば、全体剛性マトリックスの構造を乱すことなく弾性基盤を扱うことが
できる。すると、剛基盤上の成層弾性体の場合と同様な容易さで、成層半無限弾性体のグ
リーン関数を求めることができる。
　本章では、1.3節で言及した各種の近似インピーダンスに関する考え方の中から、上述
の落居要素法への適用の考えられる手法としてparaxial近似境界(Engquist and Majda､ 1977;
Clayton and Engquist､ 1977;SealeJ985)、doubly asymptotic近似境界(Mathews and Geers､1987)
ならびに粘性境界(Lysmer and Kuhlemeyer､ 1969)を取り上げ、それらの面内問題、面外問
題および円筒座標形での定式化を示す。つぎに、面外および西内問題それぞれにおける近
似インピーダンスの特徴について、２つの隣接する半無限体境界面での反射係数の検討、
ならびに１サイクルあたりの平均吸収エネルギーの検討を波数領域で実施レ半無限体お
よび表層のある半無限体の表面線加振による表面での応答の検討を、Appendix-Bに示す数
値積分手法(Modined Clenshaw-Curtis法)を用いて空間領域で実施する。
4.1＾｀　前田1990-1
4.1士'益　゛'性　のインピーダンスマトリックス
　2.3の附註マトリックス法の項で述べたように、半無限弾性体のインピーダンスマトリ
ックスは(2-53)式に基づいて評価され、その具体的な形は圏外問題に対して(2-54b)､(2-
55b)､(2-56b)､および(2-57b)式に、面内問題に対して(2-58e)､(2-59e)､(2-60b)､および(2-61b)
式に示されている。円筒座標形については、(2-25)および(2-26)式で導入した一般化変位
および一般化応力に関して２つの独立な伝達関係が得られ、それぞれが圏外問題および面
内問題に対応するので、それぞれに対して面外および面内問題の結果を適用することとな
る。(4-1)式および(4-2)式に、圏外問題および面内問題の半無限弾性体インビーダンスマ
トリックスを示す。
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4土2Paraxia1冊江インピーダンスマトリックス
　Paraxial近似はparaxialwavesあるいはz軸のコーン内を伝播する波動に対して有効な近似
でありFDMの吸収境界として用いられた(Clayton and Engquist､1977)。また、２次のpafaxial
近似は正解を水平方向波散k=OのまわりでTaylor展開して得られるので、鉛直方向に近い
波動伝播を扱うのに適した手法である(Seale､1985; Kausel､1991)。 Paraxia1近似インピーダ
ンスマトリックスは放散に関する構造が薄暦附註マトリックスと同様なため、全体剛性マ
トリックスのsi?arity変換を行う時の固有値問題のサイズを、(暦数十１)×自由度数の
線形問題とすることができ効率的である。２次のpaJaxial近似インピーダンスマトリック
スの評価法を(4-3)式に示す。
　(4-1)式を(4-3)式に代入すると、面外問題のpaJ-axia1近似インピーダンス関数は(4-4)式と
なる。同様に(4-2)式を(4-3)式に代人すると、面内問題のpafaxial近似インピーダンスマト
リックスは(4-5)式で与えられる。
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　4.1.3Doubl as m totic｀斤Jミインピーダンスマトリックス
　Doubly asymPtotic近似はインピーダンスマトリックスの静的漸近解と高振動数漸近解の
和で表され、静的極限での有効性と高振動数域でのエネルギー伝播の両方を表現すること
をねらった近似法である(Mathews and Geers､1987)。Doubly asymptotic近似インピーダンス
マトリックスは放牧のＯ次および１次の項で表され、薄優剛性マトリックスと波数構造が
異なるので、全体新注マトリックスのsimilarity変換を行う時の２次の固有値問題を、(優
位十１)×自由度数×２の２倍のサイズの線形固有値問題として解かなければならない。
　Doubly asymptotic近似インピーダンスマトリックスの評価法は(4-6)式で表される。(4-1)
式を(4-6)式に代入すると、面外問題のdoubly asymPtotic近似インピーダンス関数は(4-7)式
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となる。同様に(4-2)式を(4-6)式に代入すると、面内問題のdoubly asymptotjc近似インピー
ダンスマトリックスは(4-8)式で与えられる。
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　粘性近似はインピーダンスマトリックスの高振動数漸近解であり、振動数の１次関数
である(Lysmer and Kuhlemeyer､ 1969)。インピーダンスマトリックスの表現において円振
動数はせん断波数k謳こ含まれて存在し、粘性近似はparaxial近似(4-4)式および(4-5)式の
右辺第１項、あるいはdoubly asymptotic近似(4-ﾌ)式および(4-8)式の右辺第２項に相当する。
粘性近似は対角成分にｋのＯ次の成分を持つのみであるので、その波数構造は薄暦所詮マ
トリックスと整合的であり、paraxial近似と同様に全体剛性マトリックスのsimilarity変換
を行う時の固有値問題のサイズを、(暦数十１)×自由度数の線形問題とすることができ
るので効率的である。
　面外問題は地盤を２次元弾性体でモデル化する最も単純な表現を与え、ＳＨ波の反射・
屈折・伝達、Love波の生成・伝播を支配する。応用面では、無限長と見なしうる長大構造
物の帯基礎、擁壁あるいはトンネルのような構造物の、長軸方向の動的相互作用効果を記
述する。
　本節では、まずＳＨ波の反射・屈折に関わる反射係数および半無限棒中を逸散する１
サイクルあたりの放射エネルギーの観点から、近似インピーダンス関数の特徴を調べる。
そして、そこで明かとなった問題点を解決する手段として、バッフアー層導入の効果を論
じる。つぎに、Appendix-Bに示すModined Clenshaw-Curtis法により表面加振による表面変
位を評価し、半無限弾性体あるいは表層をもつ半無限弾性体における近似インピーダンス
関数の性能評価、ならびにバッフアー層導入による近似度の改善を明らかにする。
4.2.1｀斤l;インピーダンス　j‘
　Palaxial近似とdoubly asymptotic近似による近似インピーダンス関数と真のインピーダン
ス関数の比較を図4-1に示す。Pafaxial近似は波数の小さな領域で正解をよく近似している
がヽ波数kがksoに近づくにつれて急速に近似度が悪くなり、ksoをすぎると近似解として
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の意味を失う。 Doubly asymPtotic 近似は波数のきわめて小さな領域で正解を近似するが、
波数の増加に伴ってpafaxia1近似よりも急速に近似度が悪化する。しかし、波数の大きな
領域では正解に漸近する。　したがって、paraxia1近似はO≦k<0､6k､oで、doubly asymptotic近
似はo≦k〈0.2≒o、k>>k､oでうまく機能すると考えられる。また、粘性近似はdoubly
asymPtotic近似の虚部に等しく、O≦k<0.2≒oの極めて狭い範囲で有効と考えられる。
　これ､らの近似インピーダンスが全体階匹マトリックスに組み入れられ、薄層要素法で
問題が解かれるとすれば、全ての波数においてこれらの近似が有効であることを仮定して
いることになる。したがって、波数に依存して近似度の変化する半無限体の近似インピー
ダンス関数を用いることにより、空間領域の変位解に導入される誤差の影響を明らかにす
る必要がある。
　以下においては、近似インピーダンス関数を用いることにより生じる、層境界面での
反射の問題と、エネルギーの吸収に関わる特性の検討を通して、それらの近似方法の性質
を明らかにする。なおヽ粘性近似はk<ksoでpmxial近似に劣り、k>k､oでdoubly asymPtotic
近似に劣るので、以後の検討からは除くこととする。
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(b)患部
k/kso
｜
皿
　２つの半無限体がz=const=O高で連結されているモデルを設定レ平高波が上方から下
方へ伝播する問題を考える。２つの半無限棒が同一の材料物性をもち、双方とも真のイン
ピーダンス関数で表現されているならば、このモデルは仝無限棒と同じなのでいかなる反
射波も生じない。しかしながら、片方の半無限体が近似インピーダンス関数で表現される
とすれば、本来生じないはずの反射波が入射角に依存して生じうる。ここでは、上下の媒
体それぞれをインピーダンス関数K1およびK2で表レ誤差として現れる偽りの反射波を
評価する。これらの媒体の境界面での力のつりあいを考えると、平面波が上方から下方へ
伝播する時の反射係数いま(4-9)式で与えられる。
　　　　＿ＫにＫ２
　　　Ｋ‾Ｋ１十K2　　　　　(4-9)
今ヽKIを真のインピーダンス関数とすると、K2が同様に真のインピーダンス関数でな
い限りいまＯとならず反射が生じる．Ｋ２をpara｀i“1近似あるいはdoubly asymptotic 近似で表
した時の反射係数ｇを、同一の物性を有する２つの半無限棒について図4-2に、K2で表さ
れる半無限体がKIの1.5倍のせん断波速度を有する場合をを図4-3に示す。いずれの場合
にもヽk≦O･7kso2ヽすなわち約４５度より入射角が小さい場合、paraxial近似はほぼ反射
波を生じないといってよいので、doubly asymptotic 近似より優れている。しかしながら、
k=≒o2の近傍およびそれ以上のkの大きな範囲において、paraxial近似はdoubly asymptotic
近似に比べて劣っており、特に波動インピーダンスのコントラストのある図4-3の場合に
その傾向が顕著である。
　　以上より、波動インピーダンスのコントラストの弱い場合には、paraxial近似は良い結
果を与えそうであるが、コントラストが強い場合には逆にdoubly asymptotic 近似の方が有
利となりそうである。したがって、Paraxial近似を用いる場合には、半無限体と同一の物
性をもつバッフアー層を同時に用いて、paraxia1近似の近似度の悪化をもたらす波動イン
ピーダンスのコントラストの影響を弱められるのではないか、という考え方が生じる。
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図4-1面外問題の半無限インピーダンス関数
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図4-2圏外問題の反射係数(V2/V､1=1､k､o1=k､o2)
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図4-3面外問題の反射係数（V,2/vs1
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4.2.3エネルギーに拍　る　鰐
　出平句ミネルギーの定義
　近似インピーダンスの近似度を評価する別の基準として、１サイクルの運動の聞に系
に吸収される平均エネルギーがある。任意の力Pei･tと変位ベクトルUei州よフーリエ逆変
換により(4-10)式で表現される。
Pexp(iωt)＝
Uexp(iωt)＝
！
2π
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∽
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力および変位の物理的に有意な実部を考えると次式となり、
　　Re[Pe｀p(iωt)]＝Pl cos ωレP2 sin a)t　　　　(4-11a)
　　Re[U則](油t)]＝Ul cos ωレU2 sin o3t　　　(4-11b)
これらの構成するエネルギーは(4-12)式で与えられる。
?????? ?
一
一 ツ
〔Plcosa〕t ，P2 sin ml)Tω(-Ul sin ωt－U2cosa)t)dt
p坤2＋吋帽=や副u冲） (4-12)
(4-10a)
(4-10b)
　　１：複素共役松屋
ここで原点に作用する集中力を考えると、力および変位は（4-13）式で表される。
????????
exp(-ikx)dk＝ PI十i P2
－79
(4-13a)
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(4-13b)
U(k))cos kxDk
Pはxあるいはz方向に作用する集中力であり、ＵはPと同方向の変位成分とする。する
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(4-14)
lm[U(k)]dk
あるいは、
???????
一
E(k)dk il(k)＝-lm[U(k)1
(4j6)
　したがって、水平波数kに関達したエネルギー密度の値は日m[U(k)Dすなわち変位カー
ネルの虚部により特徴づけられる。以上の結果は対称マトリックスで表される層あるいは
半無限体に吸収される平均エネルギーの下式に対応する(Waas､1972)。
　　　Ej(k)＝yvj(k)lm[Kj(k)]vj(k)　　　　　　　(4-17)
Vﾊﾞk):表面あるいは境界面での変位ベクトル
V;(k):vj(k)の複素共役転置ベクトル
Kj（ｋ）：ｊ層の剛性マトリックスあるいは半無限体のインピーダンス
(4-15)
　屈斤ｒインピーダンスによ　ロ　又されるエネルギー
　半無限体で吸収されるエネルギーを考える場合、エネルギー密度の符号はインピーダ
ンス関数の患部により決定される。したがって、図4-1より真のインピーダンス関数およ
びdoubly asymptotic近似インピーダンスの関数は正のエネルギー、すなわちエネルギー吸
収をもたらすのに対しヽParaxial近似はk（√lksoまでの範囲でエネルギー吸収を、ｋ＞こ
ksoではニネルギー供給をもたらす。
　符号だけでなくエネルギー密度の分布を検討するために、減衰定数0.01の半無限棒の表
面（座標原点）に綴加振が与えられる時の、半無限棒に吸収されるエネルギーを図4-4に
示す。真のインピーダンス関数は、k=kJこ集中した正のエネルギー密度を示す。 Paraxial
近似は波数の小さな範囲において真のエネルギー密度をよく近似するが、k=k､oをすぎる
と近似度は著しく悪化レk）√‾Σ≒oでニネルギーを供給する。 Doubly asymPtotie近似はエ
ネルギーの吸収境界としてしか機能しないが、正解からほど遠いきわめて微小なエネルギ
ー吸収しか行わず、この特徴は図4-2に示した反射係数において大きな値が見られたこと
に対応していると考えられる。
　図4-5には、半無限弾性体の上に表層が一層載ったモデルに上述の線加振を与えた時の、
表層および半無限体内で吸収される平均エネルギーを示す。表層および半無限棒の減衰定
数はいずれも0.01であり、パラメータとして表層のせん断波長に対する表層厚の比であ
る無次元層厚を0.1、0.25、0.5、1.0としたケースを示す。同回より、真のエネルギー密度
は常に正であり、Love波によって逸散するエネルギーに対応する１つあるいは２つのピ
ークを有する。無次元表層厚を増していくと、doubly asympototjc近似解は真の解に類似し
たピークを生じる様になり、ピークが２つ現れ始めると大きな波数におけるピークから真
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－81 、
のピークに近づいていく傾向を示す。
　他方、pafaxial近似は真の解のピークに対応するいかなるピークも表すことができず、
負のエネルギーすなわちエネルギー供給の生じる波数領域が必ず存在する。 Paraxial近似
に関わる以上の欠点は、図4-3に認められるようにk＞√きkso2の領域における非適用性に
基づいており、圓近似がそれのみでは全反射の現象およびLove波に開運したエネルギー
の逸散を扱いえないことを示している。
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図4-4表面線加振による1サイクルあたりの平均吸収エネルギー
　(面外問題、半無限体)
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図4-5表面線加振による1サイクルあたりの平均吸収エネルギー
　(面外問題、表層のある半無限体y2/vn=1.5､‰1=I､5k､()2)
k/ksOI
2.Q
4.2.4ヽ｀が゛。でのバッファー層の゛
　半無限弾性体と同一の材料物性をも９肩摩H1の肩が半無限棒上に存在する場合を考え、
この層をバッファー層と呼ぶこととする。バッファー層を表す肩剛性マトリックスおよび
半無限体インピーダンス関数が真の解であれば、再び半無限体を構成することになるが、
半無限体インピーダンス関数に近似解を利用する限り、合成された半無限弾性体は近似的
なものとなる。ここでは、合成された半無限体のインピーダンス関数を考え、バッファー
肩の果たす役割について考察する。
　バッファー肩と半無限棒の合成は、バッファー肩を表す真の屠所匪マトリックスの最
下端の対角項に半無限体のインピーダンス関数をたしあわせ、バッファー肩と半無限体の
境界面での自由度を縮合することにより行なわれる。その結果得られる有効インピーダン
ス関数Keffは(か18)式で示される。
Keff＝Kex
１十R coth(ks1 HI)
R十coth(ks1 HI)
R°Kapp/Kex
(4-18)
　上式中のＫ．は真の半無限棒のインピ‾ダンス関数でありヽＲﾆK9/K.いま近似インピ
‾ダンスと真のインピ‾ダンスの比を表す．Ｒﾆ1とすればKeffはＫに‾致するがヽＫ９に
Paraxial近似あるいはdoubly asymptotic近似を適用する限りK｡ffはKe｡と異なる。線加振のフ
ーリエ変換は波数に関して一定となるので、F(k)=Kjk)/K､ff(k)で定義される柔性率は半
無限体表面での真の変位に対するバッファー層を用いた近似変位の比率となる。また、理
想とされる近似は、柔性率F(k)が金波数にわたって限りなく１に近いものである。
　図4-6aに、バッファー層がない場合の柔性率F(k)の絶対値をPamxia1近似およびdoubly
asymptotie近似に関して示す。図4-6bには、バッファー肩摩をパラメータとして半無限体
をparaxial近似で表しか時の柔性率を、図4-6cにはdoubly asymptotic近似で表した時の柔性
率を示す。これらの図において、バッファー層摩はせん斯波長で基準化した無次元層厚で
示されている。
　これらの比較より、バッファー層の導入によって柔性率はきわめて有効に改善され、
特にevanescent wavesを表す波数領域(k>kso)で効果が高いことが認められる。図4-6bと図
4-6cの比較より、バッファー層の導入は特にpafaxia1近似の欠点を袖う上で非常に効果的
でありヽdoubly asymptotic近似ではk<ksoの波数領域で値が振動するため、pafaxial近似ほど
は効果的でない。この理由は、図4-1に示した様に、放牧が≒oより小さい領域で、paraxial
近似がdoubly asymptotic近似に比べて良い近似を示していたことにある。すなわち、バッ
ファー屠の導入が主にkﾝ≒oの領域での近似解の改善を可能にし、doubly asymptotic近似の
特長を代替しうることを考えると、paraxia1近似とバッファー層の結合が金波数領域にわ
たる近似方法として最も有利であると結論づけられる。
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　図4-7にヽバクフ７一層(HI/Lげ0.5)を用いて半無限体を表現し、その表面を線加振した
時に１サイクル間に吸収される平均エネルギーの比較を示す。バッファー層を用いない図
4“4との比較よりヽpafaxial近似はO<k/kso<O.ﾌの範囲でバッファー層の有無にかかわらず真
の解とほぼ一致したエネルギー分布を示し、さらに波数の大きな領域で生じていた負のエ
ネルギー(エネルギーの供給)をバッファー層の導入により打ち消すことができる。
　Paraxial近似は、Love波によるエネルギーの逸散に対応すると考えられるピーク周辺に
おいて正解より小さな値を示すが、波数に関してエネルギー密度を積分したとすれば正解
と同様な金エネルギーが得られそうである。 DoublyおymPtotie近似も、バッファー層の導
入によりピークを示す様になり、図4-4に比較してかなりの改善が認められるが、波数の
小さな範囲での近似度はバッファー層を用いない場合同様に低い。
　つぎに、4.2.3で扱った表層のある半無限棒の半無限体部分にバッファー層を導入した
時の、表面線加振による平均エネルギーに及ぼす効果を検討する。バッファー層のない場
合の結果を示した図4-5においてヽ相対的に近似度の低かった無次元表層厚HI/Lsl=0.1の
ケースに９いてヽ無次元バフファー層厚をH2/L2ﾆOj(H2/≒1=0.75)および
H2/L2ﾆ1.5(H2/Ls1=2.25)として求めたエネルギーを図4-8に示す。無次元バッファー層厚
をH2/≒2=0.5としたモデルではヽいずれの近似も真のエネルギー類似のピークを示し
H2/Ls2=1.5としたモデルではpamxiaJ近似による結果が金波数領域でほぼ正解のエネルギ
ー分布と一致する。 Doubly asymptotic近似もピーク周辺で正解とほぼ一致した結果を与え
るが、小さな波数領域において正解のまわりを振動するエネルギー密度を与え、pafaxial
近似に比べて近似度は低い。以上より、半無限棒および表層をもつ半無限体に関して、
paraxial近似にバッファー層を導入することにより最も大きな改善が認められた。
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図4-8表面線加振による1サイクルあたりの平均吸収エネルギー
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５
　4.2.2から4.2.4の検討においては、波数領域での近似インピーダンス関数の特性および
バッファー層の効果が調べられた。ここでは、APpendix-Bに示すModified Clenshaw-Curtjs
法によって振動敬一空間領域での解を求め、半無限弾性体の近似インピーダンスの特徴を
振動欽一空間領域で評価する。対象とするモデルは半無限弾性体および表層のある半無限
弾性体であり、半無限体は真のインピーダンス関数、近似インピーダンス関数、あるいは
バッファー層と近似インピーダンス関数の合成のいずれかで表現される。また、薄層を用
いた離散化に関連して生じうる誤差を避けるために、バッファー層を真の層剛性マトリッ
クスで表現し、数値積分により解を求めることとした。
　出計算方法
　空領誠に接する表面および層境界面での変位ベクトルＶと外力ベクトルPは、振動数－
波数領域において(4-19)式により全体附註マトリックスを介して関係付けられる。
　　　－　－P＝KV　　　　　　　　　　　　(4-19)
?????
｛??
?ー?
Pexp（ikx）dx
vexp okx ）dx
：外力ベクトル
：変位ベクトル
　　　Ｋ　　　　　　　　　　　　：全体剛性マトリックス
　表面に作用する線加振を扱っているので、外力ベクトルはAppendix-Cに従うと(4-20)式
で表される。
芦刈ｌｏ……ｏげ (4-20)
　すると、表面での変位は(4-21)式で表される。
　　　ﾏ1＝kj　　　　　　　　(4-21)
　振動数一空間領域および振動数一波数領域の変位は(4-22)式の変換対をなし、空間領
域で線加振解か物理的に偶関数であることから、(ギ23)式に示す様に波数領域での変位は
偶関数である。したがって、(4-22)式は(4-24)式として評価される。
∇(k;㈲＝
?????
ﾏ(x;a))exp(ikx)dx
(4-22a)
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｜
V(x;(J))＝去
V(k;o))＝
??
?
?
???
i(k;ω)exp(-ikx)dk
V(x; o3)exp(ikx)dx＝
･･
　7(x:a))exp(ikx)dx＋
ﾏ(x;a))exp(ikx)dx十
?
(4-22b)
j:v(x;ω)exp(ikx)dx十
?
?
i(-x
?
ω)exp(-ikx)(-dx)
v(-x;ω)exp(-ikx)dx
V(x;ω){exp(ikx)dx十exp(-ikx)}dx＝2
i【x;a】)＝
???
･･
　V(k;ω)cos kx dk
V(x;㈲exp(ikx)dx
fへ
y(x;ω)cos kx dx
(4-24)
(4-23)
　実際の計算は無次元形で行なわれ、また積分逆変換を数値的に行引祭にはk>>1での漸
近部分を解析的に評価する。すなわち、層剛性マトリックス、インピーダンス関数、なら
びに変位を(4-25y(斗29)式に示す様に無次元表示し積分時には(4-30)式に示した漸近解
を除いて数値積分し、最後に解析的に評価した漸近解をたしあわせる。
　【無次元層剛性マトリックス】
KL
?
言j
ユ
　剛
Ｌ
万
２
‰
mdj
悩ニksj / ksol ＝
??。????
?ー?
⌒
KLj
(4-25)
?―??
d絹2・ζ＝k /k,o1， 4;哨＝k,oj/k,o1
89
　　　asdj' cosh (ksjH)＝cosh(Gj百)、　Tlsdj＝＝sinh(恥絢、U＝ksoI H
【無次元半無限インピーダンス関数】
　　　　　　　　　　　　　－KHex°μ7 ksj＝μl ksol KHex
k｀づ冷
?。??
【無次元pafaxial近似インピーダンス関数】
l(H。＝iμyﾄ(回j一読云
⌒
KHpaニ
?????
Ft1 万
j
＝μ1 kso1
O
;,o順一宍と
⌒
KHpa
【無次元doubly asymPtotic近似インピーダンス関数】
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⌒KHdl＝叫岡＋ｉ吋畷o八＝μIGOIKHda
⌒
KHda＝
【変位表現】
27こμ
．???
拝1
V(x)
万
(にﾚ←にojJ
?《????
liiexp（-ikx）1
　　　　　　　　ks01
　　　叉＝ksolx
【波数領域解のk>>l漸近解】
－
Ｖ１゛
回
岡べて‾石屋
??? ?
万
一
剛ｋ
coskxdk
?????
μlk
渥
一
死μ1
atk＞＞1
ci(kc)
dk＝2
?
ci(x)＝
良一11－
K　P
exp
(-iWdC
?
costdt
　t
(4-26)
(4-27)
(4-28)
汗29）
(4-30)
臼半無限孫柱体の変位
　半無限弾性体の減衰定数を0.01とし、バッフアー層厚をせん断波長で除しか無次元層
厚H/≒をパラメータに用い、無次元水平距離x/≒の関数として振動数一空間領域での変
位を評価する。なお、MCC法(Appendix-B)の積分パラメータとして、
90
　ら=3.0、ぐ､=10.0、有限区間でのChebyshev多項式の次数N=8、近似度評価係数
DCC=0､0レ無限区間でのChebyshev多項式の次数N=4、近似度評価係数DCC=0.0レ数値
誤差パラメータとしてp=20を用いた。
　図4-9に、バッファー肩とparaxia』近似の合成により半転脱体のインピーダンス関数を近
似した時の結果を第2種Hankel関数で表される解析解と比較して示す（佐藤､1978）。設定
した無次元バッファー層厚は0、0.1、0.25、0.5の４種類であり、肩厚Ｏはバッファー層を
用いずにparaxial近似のみで半無限体のインピーダンス関数を近似することを意味する。
同図より、バッファー層を設けない場合に得られる解の精度はきわめて低くほとんど意味
がないのに対し、無次元肩厚0.25程度のバッファー層を導入するとほぼ満足できる結果
が得られ、転次元肩厚0.5のバッファー肩を用いるとせん断波長程度の水平距離の範囲内
で解析解とほぼ一致した結果が得ら･れる。
　図4-10に、バッファー層とdoubly asymptotic近似の合成により半無限棒のインピーダン
ス関数を近似した特の結果を解析解と比較して示す。設定した無次元バッファー肩厚は0、
0.1、0.25、0.5、1.0、1.5の6種類である。同図より、バッファー肩を設けない場合に得ら
れる解の精度が低いことと、バッファー層厚を増加するにつれて解析解に近い結果が得ら
れることがわかるが、paraxial近似に比べると肩摩増加に伴う改善度は低い。しかしなが
らヽdoubly asymptotic近似はx/Ls≒O（ω≒O）あるいはx/Ls>>1（ω>>1）において、それ
自身のみで良い近似となりうる。
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図4-10表面線加振による表面変位の解析解とDoubly asymptotic近似の比較
　（面外問題、半無限体）
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3皿届の　る判任　卵ﾐ　の右左
　表層に対する半無限体のせん断波速度比を1.5として剛性率比を(1.5)2とする以外は表
層と半無限棒の材料物性をすべて同じとし、減衰定数を0.01、数値積分パラメータを(2)に
示した半無限弾性体の場合と同一として計算を行った。ここでは、まず表層厚をパラメー
タとしてバッファー層を用いない場合の解を示し、つぎにバッファー層の導入効果を検討
する。
　図4-11にParaxia1近似のみにより半熟陰惨のインピーダンス関数を近似した時の、表層
表面での変位を示す。設定した無次元表層厚は0.1、0.25、0.5、1.0の４種類である。図斗
12にdoubly asymptotic近似のみを用いた時の同様な結果を示す。　Pafaxia1近似のみを用いた
場合、薄い表層をもつ半無限棒に対してほとんど有意な結果を与えることができず、より
厚い表層をもつ場合でも正解への浙近がきわめて遅いことが分かる。他方、doubly
asymptotic近似は薄い表層をもつ半無限棒の変位の基本的な性質をよく表しており、層厚
を増すに従ってすみやかに正解に漸近し、無次元層厚が1.0の場合にはきわめて満足すべ
き近似解となっている。
　以上の様に、波動インピーダンスのコントラストの強い表層と半無限惨からなる構造
に対して、doubly asymptotic近似はそれのみで良い近似となりうるのに対し、paraxial近似
だけを用いたモデル化はほとんど意味がないことが明らかである。この結果は4.2.2で述
べた反射係数に関する考察と整合的である。
　つぎに、表層のある半無限弾性体にバッファー層を導入したときの空間領域の変位に
及ぼす効果を検討する。ここでは、図4-11および図4-12に示したバッファー層を使用し
なｏ場合において最も近似度の低かったHI/Ls1=0.1のケースについて、無次元バッファー
層厚をH2/≒2=0.5(H2/≒1=0.75)およびH2/≒2=1､5(H2/≒1=2.25)として、表面線加振による
表面での変位を求めた。その結果をparaxial近似について図4-13に、doubly asymptotic近似
について図4-14に示す。これらの図より、無次元バッファー層厚を0.5としてparaxial近似
は正解とほぼ一致レdoubly asymPtotic近似は同一のバッファー層厚に関してparaxial近似
に比べて近似度は劣るものの、無次元バッフアー層厚をL5として正解とほぼ一致する結
果が得られた。以上の傾向は半無限弾性体の結果と整合的である。
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図4-12表面線加振による表面変位の解析解とDoubly asymPtotic近似の比較
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4.3　　｡゜のふ回ヽ前田199目･首田､1992-12
　府内問題はＰ－ＳＶ波の反射・屈折・伝達、レーリー波の生成・伝播を支配する。応用
面では、無阻喪と見なし得る長大構造物の帯基礎、擁壁あるいはトンネルのような構造物
の断面内の動的相互作用効果を記述する。また、面内問題の場合は面外問題におけるパラ
メータに加えてポアソン比の影響を考慮する必要がある。
　Paraxia1近似による半無限弾性体インピーダンスマトリックスのポアソン比に関する性質
について、負のエネルギーすなわちエネルギーの供給の生じる水平波数、ならびにインピ
ーダンスマトリックスの固有値の患部の見地からの研究がある(Kausel､1991)。そこでは、
ン>0.11の範囲において伝播波の存在する水平波数の範囲にエネルギー供給を生じ、ポア
ソン比の増加に伴って平行入射からエネルギー供給の存在する入射臨界角までの範囲が広
くなること、またレ≦0.11においてもevanescent wavesの領域でエネルギーの供給の生じる
ことが示されている。
　また、インピーダンスマトリックスの固有値は、実根が自由境界に対応して反射波を生
じうること、ならびに固有値の康郎が時間とともに指数的に増大する不安定現象を意味し、
時間差分県法の安定度の評価となることから、重要な指標である。 Pafaxia1近似の実固有
値はン>0.11の範囲で現れ、ｙﾝ0.2で伝播波の存在する彼数に生じ、ポアソン比の増加と
典により鉛直に近い入射角で偽りの反射を与えるようになる。また、y≦0.11で固有値は
複素数となり、レ≧l/3で実根と虚根をもつため、それぞれのポアソン比の範囲において
不安定現象が起こり得る。
　本節では、まずP-SV彼の反射・屈折に関わる反射係数および半無限体中を逸散する１サ
イクルあたりの放射エネルギーの観点から、近似インピーダンスマトリックスの特徴を調
べる。そして、そこで明かとなった問題点を解決する手段として、バッファー層導入の効
果を論じる。つぎに、APPendix-Bに示すModined Clenshaw-Curtis彼により表府線加振によ
る表面変位を評価し、半無限弾性体あるいは表層をもつ半無限弾性体における近似インピ
ーダンスマトリックスの性能評価、ならびにバッファー層導入による近似度の改善を明か
にする。
4.3玉斤Jミインピーダンスマトリックス
　Paraxial近似およびdoublyasymptotic近似による近似インピーダンスマトリックスと真の
インピーダンスマトリックスの各成分の比較を図4-15a～fに示す。これらの図ではポアソ
ン比を0.25としたため、Ｐ波とＳ波の波故比は0.58であり、真のインピーダンスマトリッ
クスのいずれの成分にもヽk°ksoとkﾆkryﾆ0.58k謳こ対応した波故におｏて急激な特性の変
化が観察される。したがって、近似すべき面内問題の近似インピーダンスマトリックスは
面外問題に比べてかなり複雑な挙動を示し、近似に問してもより大きな困難を伴うと予想
される。
　Paraxial近似の基本的な特性は面外問題と同様であり、波故kの小さな領域で正解を良く
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｜
｜
｜
近似するがヽ波数がＰ波の波数k9oに近づくにつれて急速に近似度が悪化する。そして、
kroをすぎると近似解としての意味を失う。またヽ無減衰の場合の対角成分は患部のみで
あり、非対角成分は実部のみであることがparaxial近似に関して特徴的である。
　Doubly asymPtotic近似の基本的な特性も面外問題と同様であり、ゼロ波数近傍で正解を
近似するが、paraxia1近似に比べて急速に近似度が悪化する。　しかし、波数の大きな領域
にお０て正解に漸近する。これらの図よりヽp3J‘゛ii近似はO≦0.6krOでdollbly 3sy111ptolic近
似はk≦0.2りo､k≫ksoでうまく機能すると考えられる。また、粘性近似はdoubly
゛y明)totic近似の患部に等しくヽk≦O･2kroのきわめてせまい範囲でのみ有効と考えられる。
　これらの近似が全体剛性マトリックスに組み入れられ、薄層要素法で問題が解かれると
すれば、全ての波数においてこれらの近似が有効であると仮定していることになる。した
がって、グリーン関数を計算する上で、半無限体の近似インピーダンスマトリックスにお
ける波数に依存した誤差の影響を明かにする必要がある。以下においては、面外問題の検
討と同様に面内問題の近似インピーダンスマトリックスを用いることによって、層境界
面での反射の問題と、エネルギーの吸収に関わる特性の検討を通して、これらの近似方法
の性質を明かにする。なおヽ粘性近似はk(kroでP゛加丿近似に劣りヽk)hoでdolbly
asymptotic近似に劣るので、以後の検討からは除くこととする。
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4.3.2反射係数
　皿包こ化
　ここでは、２つの半無限体がz=const.=O面で連結されているモデルを設定し、平面談が
上方(z+)から下方へ伝播する問題を考える。また、上方の半無限体は真のインピーダンス
マトリックスで表現されているとする。
　２つの半無風体が同一の材料物性をもち、下方の半無限体も真のインピーダンスフトリ
ックスで表現されているならば、そのモデルは全無限体と同じなのでいかなる反射波も生
じない。しかしながら、下方の半無限体が近似インピーダンスマトリックスで表現される
とすれば、本来生じないはずの反射波が入射角に応じて生じ得る。ここでは、以上の観点
より反射係数に着目した半無限弾性体の近似インピーダンスマトリックスの特徴について
考察する。
　(2-32)式より、上方の半無限体のz=Oでの変位及び応力は(4-31)式および(4-32)式のように
与えられる。下式中A1およびB1は下津波成分を、A2およびB2は上昇波成分を表す。
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(4-31)
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　i2μckkp
r(2k2－kふ)
μ,(k♂＋k2)
2μckks
Jm
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(4-32)
　また、下方半無限体のインピーダンスフトリックスをＫとすると､変位と応力の関係は
(4-33)式で与えられる。
言
??
?????????」
(4-33)
　哨Ｐ波入射の場合
　円皮入射を扱うときは(4-31)と(4-32)式中でAI=Ar､BI=Oとし、それぞれを(4-33)式に代入
してA2およびB2に９９て整理する。すると、(4-34)式となる。
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図4-15面内問題の半無限インピーダンスフトリックス
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以下の無次元化表示を導入する
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(4-34)
(4-35)
　すると、(4-34)式から導かれるＰ波人射に対するＰ波およびＳＶ波の反射係数は(4一36)式
となる。
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犬
でとし波入射と同様こ扱うとｓｖ波入射岫才す
Ｐ波およびＳＶ波の反射係数は(4-37)式となる。
　仏土･'嘱　　　　　　　　　　　
(4-37)
K,＝μ1(k,ol)2
川2ぐ･朔/72‾(Cslql1ぺq12)]
　　　　　｜ －2に1/j-{c,lq21ぺq22}･(
　(2)考察
　面同一材料の場合
　上方と下方の半無限体が同一の材料物性を有している場合について、下方半無限棒を
Paraxia1近似あるいはdoublyasymptotic近似で表しかときの、上方からのＰ波入射に対する
円皮反射係数(A2旅I)を図4-16a､bに、ＳＶ波反射係数(B2/A1)を図4-16c､dに示す。同様に、
ＳＶ波入射に対するＰ波反射係数(A2/BI)を図4-17a､bに、ＳＶ波反射係数(B2/BI)を図4-17c、
dに示す。これらの図はポアソン比を0.25とした無減衰の場合について得られている。下
方半無限棒が真のインピーダンスマトリックスで表されているとすれば、これらの係数は
波数kの任意の値についてゼロとなる。　したがって、これらの結果は近似インピーダンス
マトリックスの誤差を表す。
　Ｐ波入射に対するＰ波反射係数(図4-163･ b)はヽp″沁II近似に関して0.6k回≒0.35≒o程
－102 －
度まではほぼゼロと考えられ、doubly asymptotic近似ではゼロとみなされる範囲が存在し
ない.kl）o≒0.58kioより大きな波数の範囲ではヽp゛゛ill近似の方がきわめて大きな反射係
数を示す。Ｐ波入射に対するＳＶ波反射係数（図4-16c､d）はＰ波反射係数と類似した傾
向を示すがヽP゛Jj近似とdo1Jbly 3sy“lptotic近似の反射係数の大小の逆転がkroではなくkio
で生じる。
　ＳＶ波入射に対するＰ波反射係数（図4-173･b）は阿゛ii近似がO･6kro程度までほぼゼ゜
であるのに対しdoubly asymPtotic近似ではゼロとみなされる範囲が存在しない。波数が‰o
以下ではpaJaxial近似が小さな反射係数を与えるが、ksOにおいて両近似の大小が逆転し、
以後pzaxjal近似はきわめて大きな反射係数を示す。ＳＶ波人射に対するＳＶ波反射係数
はＰ波反射係数と同様な傾向を示すが、k卯より小さな波数においてparaxial近似はよりよ
い近似度を示す。
　ｂ　　｀鮭　　のせん｀゛｀束度が　　い９ふ
　下方半無限体のせん断波速度を上方の1.5倍とし、他の物性を同じとした場合の反射係
数を図4-18および図4-19に示す。このケースでは正解においても反射波を生じる。
　Ｐ波入射に対するＰ波反射係数（図4-1h･b）はヽP°1山1近似に関してO.ﾌkro2≒O･28kio1
までの範囲で正解とほぼ一致するが、それより大きな波数では近似度が悪化し、kso汗こ
える大きな波数では正解のまわりを大きく振動する。 Doubly asymptotic近似では、kso1よ
り小さな波数での近似度はpaaxjal近似と同等であるが、ksolより大きな波数において正解
を良く近似する。
　Ｐ波入射に対するＳＶ波反射係数（図4-18c､d）およびＳＶ波入射に対する反射係数（図
4-193･ b）に９ｏてはヽk9o2より小さな波数でp｀゛i31近似はdollbly ゛y°ptotic近似よりも良
い精度を示すがヽkro2からk､o1までは同様でありヽk､o1をこえるとdo出y ゛y“lptotic近似が
良い近似となっている。 kso1をこえるとpafaxial近似は正解のまわりを大きく振動する。
　c)まとめ
　同一材料をもつ２つの半無限体の合成を扱う、本来なら反射波の存在しない場合におい
てヽＰ波の伝播するkroより小さな波数の範囲でp゛゛ij近似は非常に良ｏ近似を与えヽＰ
波人射に対するＰ波反射係数を除いてkroからksoの範囲の波数においてもdobly 8y問)totic
近似より良い近似を与える。 ksoをこえる大きな波数については、doubly asymptotic近似が
paraxia1近似よりも良い近似を与える。全反射の生じる異なる物性をもつ２つの半無限体
の場合についても同様な傾向がみとめられヽ伝播波のみが存在するkro2より小さな波数で
－103－
ｋ／ｋ５０
はparaxial近似の近似度が高くヽ伝播波の存在しない≒o1より大きな波数ではdoubly
asymptotic近似は正解をきわめて良く近似する。
　したがって、一般に伝播波を扱う場合にparaxial近似の近似度は高く、evanescent波を扱
う場合にdoubly asymptotic近似の近似度はparaxial近似を上回る。
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図4-16面内問題のP波人射に対する反射係数（v/vn=1,‰o1=k,o2，
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図4-17面内問題のSV波入射に対する反射係数（V,2/V,1
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4.3.3エネルギーに　　る　宛
　ここでは4.2.3巾で定義した１サイクルの運動の間に系に吸収される平均エネルギーを
用いて、半無限体近似インピーダンスの波数領域における特性を調べる。まず、近似イン
ピーダンスのみで半無限体を表現する場合について考察レつぎにバッファー層導入によ
る改善を示す。
　１｀斤Jミインピーダンスによる｀'益　　のヽ･詰ロ　エネルギー
　図4-20に、正解および近似インピーダンスで表される半無限体に表面線加振を加えたと
きの、１サイクルあたりの平均エネルギーを示す。半無限体の減衰定数は0.01であり、ポ
アソン比として0.1、0.25、0.4を用いた。
　水平加振において吸収される真のエネルギーのエネルギー密度は２つのピークを有し、
それらはＰ波の伝播限界水平波数とレーリー波の波数に対応する。Pafaxial近似はこの２
つのピークの問で正負に大きな値を示しエネルギー供給に対応する負のピークを発生す
る。Doubly asymPtotic近似はゼロ放数から減少し続けてピークを示さず、いずれの近似も
正解とはかなり異なる様子を示す。
　上下加振における正解は単一のピークをレーリー放数の位置に有するが、paraxial近似は
より大きな波数で正負に大きな変動を示し、doubly asymPtotic近似は単調減少を示す。以
上より、面内問題においても面外問題と同様に近似インピーダンスマトリックスのみで正
解の平均吸収エネルギー密度を模証しえないことは明かである。
　これらのいくつかのポアソン比に関する例において、pafaxia1近似の有効な範囲はＰ波伝
播限界に対応する波数の70％程度の波数までであり、吸収エネルギー密度の支配的な波数
であるＰ波伝播限界波数及びレーリー放牧を含むことができない。また、ごく低波数及び
ごく高波数で有効となるdoubly asymptotic近似も同様にエネルギー吸収に関して有効では
ない。したがって、これらの近似インピーダンスマトリックスのみを用いて半無限棒を表
現することは、極めて大きな誤差を含むことは明かである。
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図4-19西内問題のsv波入射に対する反射係数（V,2/VJ土5,ho1=1.5k｡271=弓=0.25）
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図4-20表面線加振による1サイクルあたりの平均吸収エネルギー
　(面内問題、半無限体)
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　２バッファー層を　いた｀'包　　のヽ弓引　又エネルギー
　次に、バッファー層と称する半無限体と同一の物性をもつ層を半無限体上に接続し、バ
ッファー層上面での加振を考える。この複合体は物性の上では半無限体であり、真のイン
ピーダンスマトリックスで半無限体を表している限り真の半無限体インピーダンスマトリ
ックスによる解を与える。また、4.2.4の面外問題の検討に示したように、インピーダン
スマトリックスが近似解の場合にも、バッファー層の導入が複合体としての半無限体の特
性の改善に大きな寄与をなし得る。
　ここで考察を行っている線加振によるエネルギー密度については、その支配的な波数が
Ｐ波伝播限界波数及びレーリー波数にあり、evanescenl wavesとレーリー波をいかに処理す
るかが重要である。すなわち、いずれの波も表面近傍でその勢力が卓越する波動であるの
で、その部分を正しい層インピーダンスで表し、ある深さ以下の実体液が優勢な空間領域
を半無限体近似インピーダンスマトリックスで表すのは合理的であり得る。これらの議論
は離散波数有限要素法における波数の増加に伴う解析領域の縮小とも通ずるところがある
(01son､0rcutt､and Frazier､1984)。
　図か21に、ポアソン比を0.25、減衰定数を0.01とした時のバッファー層と半無限インピ
ーダンスマトリックスの組み合甘による１サイクル平均吸収エネルギーを、バッファー層
厚を甘ん断波長の0.25､0.5､1.0および1.5倍としたケースについて示す。甘ん断波長に対
する比で定義される無次元バッファー層厚を増すにつれて、半無限近似インピーダンスを
用いた平均吸収エネルギー密度は、水平加振および上下加振ともに正解に近づくのが見ら
れる。
　Paraxial近似は、無次元バッファー層厚を1.5とするとほぼ正解と一致し、doubly
asymptotic近似を上回る精度を示す。その理由は、もともと精度の良かったＰ波伝播限界
液数よりやや小さな波数までの有利さを保持しつつ、精度の低い高波数領域をバッファー
層の採用により改善したことにある。 Doubly asymPtotic近似の利点である高波数範囲はバ
ッファー層の導入のために近似インピーダンスの精度に無関係に改善されてしまうので、
同近似の不得意な低波数での欠点が残ってしまうのである。
　図4-22にポアソン比Ojの場合を、図4-23に0.4の場合を、同一の無次元バッファー層厚
をパラメータとして示す。いずれのケースにおいても近似インピーダンスを用いた平均吸
収エネルギー密度はバッファー層厚の増加に伴って一様に正解に近づき、paraxial近似の
doubly asymptotic近似に対する優位は明かである。
　以上より、面内問題においても面外問題と同様に、バッファー層の導入により半無限棒
の平均吸収エネルギー密度が改善され、その傾向はポアソン比のいかんにかかわらないこ
とが示された。
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図4-21表面線加振による1サイクルあたりの平均吸収エネルギー（その２）
　（面内問題、半無限体、1･=0.25）
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図4-21表面線加振による1サイクルあたりの平均吸収エネルギー（その１）
　（面内問題、半無限体、に=0.25）
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図4-22表面線加振による1サイクルあたりの平均吸収エネルギー（その２）
　（西内問題、半無限体、に=0.1）
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図4-22表河線加振による1サイクルあたりの平均吸収エネルギー（その１）
　（河内問題、半無限体、ン=0.1）
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図4-23表面線加振による1サイクルあたりの平均吸収エネルギー（その１）
　（面内問題、半無限体、レ=0.4）
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図4-23表面線加振による1サイクルあたりの平均吸収エネルギー（その２）
　（面内問題、半無限体、y=0.4）
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一4.3.4 t･‾'……1、　xによる咬　脊次
　ここでは、まず2.3に示した剛性マトリックス法の解表現を具体化するために、柔性影
響関数マトリックスの定義を行い、無次元化の導入により解表現を簡明にし、無限積分路
の打ち切り誤差を小さくする方法について述べる。つぎに、半無限弾性体及び表層のある
半無限弾性体の表面に線加振力を加えたときの表面での変位を求める。半無限弾性体は真
のインピーダンスマトリックス、近似インピーダンスマトリックス、あるいはバッファー
層と近似インピーダンスマトリックスの複合体のいずれかで表現される。波数領域で得ら
れた変位表現はAppendix-Bに示したModified Clenshaw-Curtis法により振動数一空間領域の解
に変換される。これらの結果を用いて、半無限弾性体の近似インピーダンス７トリックス
の特徴を振動数､空間領域において明かにする。また、薄層要素を用いた離散化に伴って
生じ得る誤差の生成を避けるために、バッファー層を真の層剛性マトリックスで表現し、
数値積分により変位を評価する。
　出定式化
　以下においては、①～⑤のステップで定式化を示す。まず、2.3の定式化における変位
表現を柔性影響関数マトリックスＳを定義して簡明に表レ以後Sに関する議論を進める
　（①）。次にＳの各成分の物理的寺比より偶奇を判断し、フーリエ逆変格の簡略化をはか
る（②）。更に無次元化計算を行うための層剛性マトリックス及び半転脱インピーダンス
の無次元化表現を示す（③）。フーリエ逆変換を数値積分で評価する際にであう困難は、
a）カーネル関数の特異性｡、b）フーリエ調和成分の振動、ならびにc）無限積分路の打ち切り
誤差である（xu and Mal､ 1987）。打ち切り誤差を小さくするために、影響係数マトリックス
の水平波数が大となる領域での涌近解を求め、実際の数値積分はこの願近部分を除いた影
響係数のフーリエ逆変換に適用する（④）。漸近部分については、別途解析的に評価して
最後に加えあわせる（⑤）。打ち切り誤差を小さくする方法を式で表すとバ4､38）式とな
る。
　　　ｕニS Qe｀p（i㈲t）　　　　　　　　（4_38）
Ｓ
???????
　exp(-ikx)IK-1－K｡｡ldkB＋S｡。
－
ｕ：変位ベクトル、Ｓ：柔性影響関数マトリックス、Ｑ：加振振幅ベクトル、
Q〕o:擾乱振動数、Ｂ：係数マトリックス、Ｋ'１：柔性係数マトリックス、
K･.'1:柔性係数マトリックス漸近熊、S･･:K･.'1による柔性影響関数マトリックス
H8
｜
｜
｜
　①変位の表現
　時間一空間領域での変位をu(x, z, 1 )，振動数一空間領域での変位をir(x, z,ω)，振動数一波数
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～領域での変位をii(k, z.ω)で表す。同様に異なる領域での力をそれぞれP(x ,z ,0, P(x,z,ω)，
－
P(k･ 7JJ))で表す。それらの領域間の関係は，以下のフーリエ変換対により示される。
Ｕ（ｘ,ｚ,０＝
『（x､z､（o）
２
１
－
瓦
???
????
P（x､z､t）＝
～
P（x､z､ω）＝
exp Oωt)『(x、z､(j)d(J)
∽
　exp(-ikx)U(k、z､ω)dk
∽
?ー????
・
2瓦
?
　　　　　～exp(iojt)P(x､z､(Od(幻
OO
　exp(･
･･
　　－ikx)P(k､z､(o)dk
ｕ＝（Ｕ､ｗ）７、ａ＝（征箭7 U＝（U,W）7
(4-39a)
(4-39b)
(4-40a)
(4-40b)
　　　P＝(x､z)7、i5＝ほ､Z)7.ii＝(又､Z)T
　上式中Ｕはx方向変位成分、Ｗはz方向変位成分、Ｘはx方向外力成分、Ｚはz方向外力成分
を表す。
　次に、振動数一波数領域で以下のベクトルを定義する。
ａ＝(Ｕ,ｉＷ)７＝Ｂｕ
－　　　　　　－
ｐ＝(Ｘ,ｉＺ)７＝ＢＰ
即刻a）
(4-41b)
（汀
z=z芦原に力八kユ(J))が作用するときの系の変位場昏(kユ㈲は次式で表される。
　　G(k,z,ω)＝K(k,zi,z,ω)'lp(k,a))
あるいは(4-43)式となる。
(442)
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一
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Ｂ IK（k，zi,z,（11）’IBii〔k，a〕）
以後、原点に作用する振動数
－
P(k
??? 「
???????
鯛汗もｏ定常調利加振を考えると、
Cg
　exp（ikx）dx
?ー?
(4-4淵
exp(-iω1)exp(i吻1)5(x)Qdt
α3
　exp(ikx)dx 27d ㈲－(1)())6(x)○＝
∽
2718(ω一晩)Ｑ
(斗一如)
　○は加担振幅でありヽ（λおよびQ､｡を成分とする。
　以上よりヽ原点に作用する振動数｡Joの加振振幅Ｑの定常調和加担による変位場u（x､z､t）
は次式で与えられる。
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?ー????
????????
??
一
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(率45)
S（x､zi､z､吻）＝ 去日１
???
exp(-ikx)K(k､zi､z､m())'ldkB
(4-46)
　S(x,zi,z,ω())の(i,j)成分はカベクトルＱの第丿成分による，変位ベクトルuの第微分への
寄与を表す。以後Sを柔性影響関数マトリックスと称する。またK-lの各成分を果汁係数
と称する。
②フーリエ逆変換
xに関する偶関数ve(x)のフーリエ逆変換V(k)はkの偶関数である。すなわち、
?
∇(k)＝
?
QO
　ve(x)exp(ikx)dx
αｺ
Vパx)exp(ikx)dx十
?
?
vバx)exp(ikx)dx＝
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また、xに
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ﾅ
。
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kx)dx＝
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vμ･x)expぐ
ve(x)cos kx dx
関する奇関数V｡(x)のフーリエ変換∇(k)はkの奇関数である。
???????＝???
vo(x)exp(ikx)dx
vo(x)exp(ikx)dx十
?
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vo(x)cxp(ikx)dx＝
vo(x)exP(ikx)dx＋
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vo(x)exp(ikx)dx十
－vo(x)exp(-ikx)dx＝
物理的に見て、（4-46）式中の柔性影響関数S
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?
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研一4刀
vo(-x)exp(-ikx)(-dx)
6a
　v。(x)sin kx dx
?
11およびS22はxの偶関数であり
はxの奇関数である。（446）式中のＢおよびB-lの乗算はＫの各成分C
－
－
(斗-48)
S12および
１あるいはiをか
?ーー
るだけの演算であるので、K-lの(1､1)および(2､2)成分はkの偶関数でありぺ1､2)および(2､1)
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成分はkの奇関数である。したがって、柔性影響関数マトリックスＳの計算は以ﾄﾞのよ
に行われる。
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???????
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　Kjsin kx dk x（i），
③無次元表示
柔性影響関数マトリ
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クスＳは(4-50)式のように無次元化計算される。
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）
(斗斗9 a-d)
(4-50 a-d)
つゝ
　以下に無次元化計算に用いられる層謝匹マトリックスおよび半無限インピーダンスマト
リックスの定義を示す。
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K22 : K11の非対角項の符号を変える。
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(4-52a)
(4-52b)
(4-52c)
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(4-54)
(4-55)
(4-56)
(4-57)
(4-58)
　よ　>>1での、性系数マトリッ乙がｈゴしぢHこ-1
　水平波数が無限大の領域での変位カーネルは、第１層の材料物性をもつ半･無限棒の変位
カーネルに漸近すると考えられる。その半無限体インピーダンスの正解は
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以下のように平方根を展開し、
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Ｉ
ｊ
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qGI
(q－1)C
√汗ﾊﾟﾚﾍﾞ☆谷/ポ＝ソに宍戸、１ 一一
VT百石戸を(1州2＝oのまわりでテーラー展開すると
　　石〔石戸‾-１将帥〕2-D咄41‥･
以上の関係をqに
1im
レ)∽
ｑニ
したがって
Ｌ
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＝ksolμI
用いてご一(')の極限を考えると次式となる
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ご>>にの柔性係数マトリックスは(4,64)式で表される。
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　'5　性影s　lj'マトリックスの'･>>n ;1｀斤吝Ｓ･･の　斤、i･･
　④に示したK-IH。を(4-46)式に代入し、柔性影響関数の(ζ>>1)漸近部を解析的に評価
すると(4-65)式となる。
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　立
　半無限弾性体表面に作用する線加推力による表面での変位を求める。パラメータとして
バクフ７‾層の層厚をせん断波長で除した無次元層厚H/L溥用ｏヽ無次元水平距離x/L戸
関数として振動数一空間領域での変位解を評価する。
　半無限棒の減衰定数を0.01、MCC法の標準的なパラメータとして、積分区間パラメータ
ご､=4.0、昌=10.0、有限区間でのChebyshev多項式の次数Nこ8、近似度評価係数DCC=0.01、
無限区間でのChebyshev多項式の次数N=4、近似度評価係数DCC=0.01を、数値誤差パラメ
ータとしてp=Oを用いた。
　励既往解との比較
　まず、解法の有効性を示すために既往の例題の計算を行った(WOlf､1985)。図4-24に示す
ように、例題は半無限体上に表層が連続するものであり、ポアソン比0.33、回olHで7、減
衰定数0.001である。表層と半無限体の質量密度、ポアソン比および減衰定数は同一であ
り、表層に対する半無限体のせん断波速度の比は2.0である。表層の無次元層厚はI.目4で
ありヽ上下柔性影響関数を求めるために便宜的な基礎幅として半幅b=0.0625HIを用いて
いる。
　図4-25に上下柔性目/2π･B'IK'IB]。を、図4-26にMCC法により袖間された後の真の半無
限インピ‾ダンスによる[B‘IK^IB]22を示す。図4-25の機軸はkHI、図4-26はk侃()1であり、
それらは以下の関係にある。
　　　kHI＝k /kso1･ksolHI==7(k /ksol)
　これらの図は対応する横組及び縦幅を用いて示したものであり、同様な結果となってい
る。
　図4-27aに上下柔性影響関数バIS22の既往解を、図4-27bにMCC法による2πが1S22を示す。
これらの関数はそれぞれ図4-25および図4-26のカーネル関数のフーリエ逆変換に相当し、
図4-27aの横軸はx/HI、図4-27bはx/L､1であり、それらは以下の関係にある。
　　　x/H1＝x / Lsl･Ls1/HI ＝ﾄﾞﾌ石F･x/ Ls1
　それぞれの図の横幅及び縦組は対応しており、ほぼ同様な結果を示している。また、
MCC法による数値積分で用いたパラメータには標準的なパラメータとして挙げたものを
用いた。
　以上の比較より、層鮒|今マトリックスと半無限インピーダンスマトリックスから振動数
一波数領域での変位解を求め、MCC法による数値積分で振動敏一空間領域の変位解を評価す
る方法が妥当であることがわかる。
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図4-24面内問題における表層をもつ半無限弾性体の既往の例題
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図4-27上下柔性影響関数の比較
－129
　♭バッフアー層を　いないｓふの亦立7'
　図4-28にポアソン比0.25、減衰定数0.01の場合について、半無限体表面変位の正解との
比較をparaxial近似およびdoubly asymptotic近似に関してそれぞれ示す。いずれの近似につ
いても、その近似インピーダンスのみで正解を近似することはできないことがわかる。
　図4-29にポアソン比0.1の同様な比較を、図4-30にポアソン比0.4の比較をそれぞれ示す。
これらの図より、ポアソン比にかかわらず、ここで示す２種類の近似インピーダンスのい
ずれかのみで半無限体を表現できないことは明かであり、特にポアソン比0.1のparaxia]近
似の例において、近似解が極めて不安定な挙動を示すのが特徴的である。
　ｃバッファー　を　いた９ふの亦立
　近似半無限インピーダンスのみにより半無限体を近似することができないことがb）の
検討より明かであるので、面外問題と同様バッフアー肩を設けることにより変位解の改善
をなし得るかについてここでは論じる。（3）で示したように、水平波数の関数である１サ
イクル当りの平均エネルギー密度に関しては、バッファー層の導入による近似度の改善は
明かであり、無次元バッフアー肩摩1.0としてpafaxial近似を用いることにより良い近似が
得られた。また、バッファー肩導入によるエネルギー密度の改善がparaxial近似に関して
有効であり、doubly asymptotic近似に優ることも明かとなった。ここでは、MCC法を用い
て、振動数一空間領域の変位解におけるバッフアー層導入による改善の検討を行う。
　図4-31から図4-33にポアソン比0.25､減衰定数0.01の場合について、無次元バッファー肩
摩をパラメータとして、半無限体表面変位の正解との比較をparaxial近似及びdoubly
asymptotic近似に関して示す。使用した無次元バッフアー肩摩は0.25､0.5、1.0の３種類であ
る。図4､28のバッファー層なしの結果と比較すると、、せん断波長の1/4の肩摩のバッフ
ァー層（無次元バッファー肩厚0.25）を用いるだけで、すばらしく結果が改善されること
がわかる。バッファー肩とPaJaxial近似の組み合わせはdoubly asymptotic近似との組み合せ
よりも良い近似を示しており、前者の組み合せにより無次元バッファー肩厚0.5以上で十
分良い近似が得られる。
　図4-34にポアソン比0.1､減衰定数0.01､無次元バッファー肩厚1､0の結果を、図4-35にポア
ソン比0.4の結果を示す。いずれのポアソン比についても、ここで考慮したせん断波長程
度の水平距離の点での応答に関して、無次元バッフアー層厚1.0のバッファー肩とparaxial
近似の組み合わせは正解とほぼ一致する変位解を与える。
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図4-31表面線加振による表面変位影響関数の比較
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図4-32表面線加振による表面変位影響関数の比較
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図4-34表面線加振による表面変位影響関数の比較
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図4-35表面線加振による表面変位影響関数の比較
　　　(面内問題、半無限体、バッフアー層H/L岬1.0、レ=0.4)
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　３　層の　る｀'益　゛'性　の右左
　半無限弾性体上に運続する表層表面に線加振力を作用さ廿、表面での変位を評価した。
面外問題および面内問題の半無限弾性体の結果より、バッファー層導入の必要性は明かで
ある。したがって、図4-36に示す表層をもつ半無限体モデルの半無限体部分の上部にバッ
ファー層を設定した。すなわち、バッファー層の物性はその下にある半無限体と同一であ
り、バッファー層の層剛性マトリックスと半無限インピーダンスマトリックスの合成によ
り、半無限体が表現される。ここで示す例題においては、ポアソン比0.25、減衰定数0.01
を表層および半無限体に用い、表層に対する半無限体のせん断波速度比を1.5、表層の無
次元層厚H1/≒1=0.25とした。フーリエ逆変換に伴う数値積分は(2)と同様な標準パラメー
タを用いたMCC法で評価し、無次元バッファー層厚をH2/≒2=0.25および0.5とした２ケー
スの検討を行った。このバッファー層厚はそれぞれ表層厚の1.5倍および3倍に相当する。
　図4-37に、無次元バッファー層厚0.25として、半無限インピーダンスにparaxial近似およ
びdoubly asymPtotjc近似を用いたときの表面変位を示す。これらの図の比較より、paraxiaJ
近似を用いた場合の方がdoubly asymptotic近似に比べて正解に近い結果を示し無次元層
厚0.25のバッファー層とparaxial近似インピーダンスの組み合せが実用上十分な精度を有す
ることがわかる。図4-38に無次元バッファー層厚0.5とした時の同様な比較を示す。いず
れの近似を用いてもバッファー層厚の増加に伴う近似度の改善は明かであり、無次元層厚
0.5のバッファー層とparaxial近似インピーダンスの組み合せによりほぼ正解を近似するこ
とができる。
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ρ1-ρ2=ρ31
HI/Lsl＝0.25
図4-36面内問題に
Ｚ
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‐????
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おける表層をもつ半無限弾性体のバッファー層を用いたモデル化
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図4-37表面線加振による表面変位影響関数の比較
　(面内問題、表層をもつ半無限体HI/L。=0.25、バッフアー層H2/Lど=0.25 に=0.25）
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図4-38表面線加振による表面変位影響関数の比較
　(面内問題、表層をもつ半無限体HI/L､1=0.25、バッファー層H2/Ls2=0.5、y=0.25)
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4濾徴生意畳まとめ
　第４章では、面外問題および面内閲題それぞれについて、成層半無限弾性体のグリーン
関数を薄層要素法を用いて構成することを念頭に置いて、pafaxial近似およびdoubly
asymptotic近似の２種類の半無限弾性体近似インピーダンス関数の特性が調べられたっそ
れらの基本特性は、接合された２つの半無限棒の境界での反射係数、表圧縮加仮による１
サイクル当たりの平均吸収エネルギー、ならびに表面線加仮による表面変位の観点から検
討された。また、面内問題では、ポアソン比の影響についても調べられた。
　以上の検討より、面外問題ならびに面内問題のいずれについても以下の一般的な知見が
共通に得られ、それらは検討対象としたポアソン比についても共通に認められた。
　1)伝播波の存在する水平波数の範囲ヽすなわちk回より小さな水平波数におｏてヽ
paraxial近似はdoublyasymptotic近似に比べてはるかに優れている。
　2)伝播波が存在せずevanescent wavesが励起される水平波数の範囲、すなわちkゆより大き
な水平波数においてdoubly asymptotic近似はparaxia1近似に比べてはるかに優れている。
　3)近似インピーダンスマトリックスのみで半無限弾性体を表すとするなら、paraxial近似
ならびにdoubly asymptotic近似は一般的な意味で不十分である。
　4)半無限弾性体と同一の材料物性をもつバッファー層の導入は、近似インピーダンスと
共同して半無限体の特性を極めて精度良く表すのに有用である。この効果はparaxial近似
に関してより顕著であり、正しい解を得るためにバッファー層の使用は不可欠である。そ
の理由は、バッファー層が半無限棒のparaxial近似境界付近での伝播波の卓越を可能とす
るからである。すなわち、a)波数の大きな領域に対応するevanescent wavesの仮相がバッフ
ァー層の深さに洽って減衰レ　b)地表面での表面力の波数に関する分布が、縮加仮では
－a⊃くk<(x)でー様であるのに対レバッファー層内では応力分布が変化して近似境界付近
での高波数成分が減少するためである。バッファー層の層厚は、せん斯波長程度の水平距
離における変位を評価する場合には、せん断波長の0.25倍以上は必要であり、0.5倍以上
とすることによりきわめて正確な解か得られる。
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　5°｀　階層　すヽ｀　による｀層宋益　゛゛　の
　本章では、第４章で示した半無限体近似インピーダンスマトリックスの応用として、
paaxial近似および粘性近似境界を薄層要素法に組み込み、点加担および点震源の作用す
る成層半無限弾性体の応答を求める。､白加振の検討は基礎と地盤の動的相互作用解析への
応用に関達したせん断波長程度の水平距離を考えた検討であり、点震源の検討は震源モデ
ルによる地盤の応答に関連した更に長い水平距離を考慮した検討である。これらの検討過
程を通じて、近似インピーダンスおよびバッファー層厚と水平距離の観点から、応用面で
のパラメトリックスタディーを行う。
5.1｀層｀’益　｀９　のグリーン　｀’
　ここでは、半無限弾性体の表面点加振について、観測点と加振点の水平距離およびバッ
ファー層厚をパラメータとして、paraxia1近似および粘性近似境界を用いた薄層要素法に
より検討を行う。対象として基礎と地盤の動的相互作用を考え、観訓点と加振点の水平距
離がせん断波長程度以下の場合を扱う。
　半無限弾性体を解析的にモデル化して得られる解は、静的な部分と振動数依存性を表す
部分の積で表され、振動数依存部分は擾乱振動数ω、水平距離r、およびせん断波速度vs
による無次元量ωΓ/vsとポアソン比の関数である（田治見他､1966）。しかしながら、薄
層要素法ではそれらに加えてバッファー層厚と水平距離の関係がパラメータとなる（泉川、
1985）。
　5』｡1.1の’｀　とパラメータ
　半無限弾性体について薄層厚を最短せん断波長の1/6にとり，O<ωΓ/vs<7rの範囲で検討
を行う。なお，実際に用いたパラメータの値は以下のとおりである。
　せん断波速度　　:60m/s
　質量密度　　　　　:lton/m3
　ポアソン比　　　　:1/3
　減衰定数　　　　　:0.01
　最大振動数　　　:IHz
　最短波長　　　　　:60m
　薄層厚　　　　　　:10m
　水平距離　　　　:15m,30m,60m
　地盤深さ　　　　　:20m,30m,60m,120m
　近似境界　　　　　:pafaxial近似，粘性近似
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5.1.2数値解析結果
　l　afaxial｀斤£と｀'性‘斤以の　ゐ
　解析的に求められる解は(5-1)式で表現されるように、ωΓ/vsとポアソン比の関数の振動
数依存部分を有する。ポアソン比□3に対して(kωΓ/vs43の範囲で計算された精算解の振
動数依存部分を図5-1に示す(泉川、1985)。
ur(r,0, 0)＝。1｡P゛e゛ら(iωt)
２πμ ゆ傀川
り(i'冗/2'O)゛半P｀e｀pr(i仙)
uz(r,0,0)＝≒P7e芒(山t)
(5-1 a)
川野
?
侑･ ･
）
~
う
(5-1 b)
(5-l c)
ここで計算する例題において、r=15mは最短せん斯波長の1/4に相当し、IHzでのωΓ/vs
は7r/2となる。また、r=30mはせん断波長の1/2に相当レ1Hz　でのωΓ/vsににrである。槙
柏を振動数としてr=30mについて計算した結果を図5-2および図5-3に示す。図5-2はparaxial
近似を用いた結果であり、図5-3は粘性近似を用いた結果である。いずれの図もパラメー
タにバッファー層厚をとり、その値を20mj20m（最短波長の1/3-2倍）に変化したときの
結果であり、バッファー層厚の増加に伴って図5-1に示す精算解（O<ωΓ/vs<3）に近づく
のがみられる。
　Paraxial近似を用いた結果は、粘性近似による結果に比べてバッファー層厚の増加に伴う
収束がはるかに逃いのが特徴的である。水平加振においてParaxial近似がH=30m（半波長）
で実用的な結果を与え、H=60mn波長）ではぼ十分な近似となるのに対し、粘性近似
は0.1Hz以上でparaxial近似と同等な近似度を示すのに２倍以上のバッファー層厚を必要と
し、しかも0.1Hzより低い振動数範囲での収束は極めて遅い。鉛直加振に関しては、いず
れの近似も水平加振よりも収束性が悪いが、paraxia1近似がH=120m（2波長）で0.05Hz以
上の範囲で実用的な近似を与えるのに対レ粘性近似は同様なバッファー層摩では収束し
ているとはいい難い。
　このように、水平加振に比べて鉛直加振結果の精度が低い原因は、4.3ぶこも述べたよう
に水平加振で逃散するエネルギーの多くが水平伝播Ｐ波およびレーリー波で運ばれるのに
対し、鉛直加振ではレーリー波の卓越が際だっていることによる。すなわち、これらの近
似インピーダンスマトリックスはもともと小さな水平波数において精度がよく、水平伝播
Ｐ波より水平波数の大きなレーリー波のエネルギーの卓越する鉛直加振では、水平加振に
比べて精度が低いこととなる。
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　(2)無次元量間の関係
　つぎに、r=15mについて同様な計算を行った結果を図5-4および図5-5に示すっPara山1近
似と粘性近似の関係はr=30mについて示した傾向と同様であるが、横組を振動数とすると
バッフアー層厚の増加に伴う収束がr=30mに比べて速いことが見られる。これらの結果を
r=30mの結果と同じ無次元振動数ωΓ/vsで示した結果が図5-6および図5､7である。図5-2と
図5-6を比較すると、r=15mの結果は対応するr=30mのバッフアー屑摩を半分とした結果と
同様な精度を、低い無次元振動数の範囲で示している。また、図5-8および図5刈こ示す
r=60mとしてparaxial近似を用いた結果についても、無次元振動数表示でrとＨの比率の同
じものは図5､2と対応している。　したがって、H/rの比宰の一定な半無限弾性体モデルは、
無次元振動数ωΓﾊ/sに関してほぼ同じ精度を示すと考えられる。
　薄屑要素解のバッフアー屑厚に伴う収束は無次元振動数の高い方から始まるので、有効
な最小無次元振動数で藻屑モデルの精度を表すことができる。したがって、H/rの比冲の
等しい半無限弾性体モデルに対して、藻屑要素解け同様な最小有効無次元振動数を与える
と考えられる。最小有効無次元振動数はいげvsしで与えられ、書き直すと。e削こ対応す
る周期の1/2π倍の時間に対する、rの距離をせん断波が伝播するのに要する時間の比行で
ある。
　(5-1)式に示したように、解析解の振動数依存部分は無次元振動数とポアソン比の関数で
ある。すなわち、ポアソン比が同じ媒質であれば、その材料定数が異なっても無次元振動
数に関して等価である。無次元振動数はせん断波長に対する水平距離の比を表しており、
また同じ無次元振動数に対してH/rが一定ということはせん断波長に対するバッファー屑
厚の比が同じであることを示す。
　以上より、対象とするせん断波長よりもモデルの藻層厚が十分に小さい範囲にある限り
　(例えば1/6)、ポアソン比が同じであるモデルの精度を最小有効無次元振動数を用いて
参照することができ、その最小有効無次元振動数は水平距離に対するバッファー層厚比に
より決定される。
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　３７゛　'の亦　とｃ　数に哭する｀主度の　ｔ
　さて、同一媒体で水平距離の異なるケースを扱う場合、最小有勃然次元振動数をあわせ
るためには水平距離に比例したバクファ‾腸厚を与えれば良いがヽ(ωリvs‰ﾆconst.であ
るのでヽ水平距離の大きなケースは相対的に小さい最小有効振動数糾t諦与えることにな
る。すなわち、同一媒体で同じ最小有効無次元振動数を与えるバッファー嘔厚を考えると、
最小有効振動数ω｡ffの観点からは水平距離が大きいほど精度が高くなる。
　実際の解析において必要なのは、異なる水平距離についても同一の精度を振総数に関し
て与えることなので、最小無次元振動数をあわせるだけでは水平距離の大きなケースの精
度が小さなケースを上回る。　したがって、なんらかの補正をしてバッファー層厚の増加を
少なく済ませられれば計算時間の減少につながる。
　再び図5-2により、同一水平距離でバッフアー層厚を変えたときの精度の変化を、最小
有効振動数に関して考える。水平加振の場合に振幅が低振動数個でコーナーをもつ振動数
を最小有効振動数と考えると、バッファー層厚を1/k倍してもk2に比例して最小有効振動
数が増加することはなさそうである。すると、α倍の水平距離を扱うときににに倍のバッ
フアー層を設ける必要はなく、√役倍のバッフアー層を設ければ十分と考えられる。たと
えば、a[m]の水平距離についてβa[m]のバッファー層を設けたと同じ最小有効無次元振動
数(ωΓ/vs)､f汗、αa[m]の水平距離について得るためにはαβa[mlのバッファー層が必要
であるが、そのときの最小有効振動数は1昂倍となる。最小有効振動数‰f汗すくなくと
も1倍以下とするためにはａβａ[ｍ]のバッファー層厚を八万ji倍とすれば十分であるので、
結果としてバッファー層厚を√冠昌[m]とすれば良いこととなる。
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5.2゛益　ぶ性　と｀層'ｎ､モデル
　本節では、薄層要奏法で断層震源モデルを扱う方法を述べ、点震源モデルによる計算結
果と既往解の比較により、paraxial近似とバッフアー層の組み合せの有効性を示す。また、
5.1に示した最小有効振動数による精度評価の観点から、最適なバッファー層厚を用いた
計算が可能であることを明かにする。
皿
　cn変位場の表現
　モーメントテンソルを(5-2)式で定義すると、representation theorem よりモーメントテンソ
ルによる変位場は(5-3)式のconvolutionで表現される(Aki and Richards、1980)。
μ
　Mpq °μA{iipvq＋iiqvp}
:剛性率、Ａ：断層面積、ii : 断層面ずれ変位、
ui（x° 、t）＝
?????
　　　　　　　(5-2)
ν:断層面法線ベクトル
(xs，1)Gip，q(xo ，t:xs，て)dl
(5-3)
　上式中Gi､はソ‾ス点)｀､で時間７に作用する点加振力によるヽ観測点'(｡での時間1におけ
る変位であり、いわゆるグリーン関数を表す。また、(5-3)式の振動数領域の表現は(5-4)式
となる。
　　　　　　　　　～　　　　一iri(｀゜・ω)゜Mpq(゛s･ω)Gip､q()‘o:)(s・ω)　　　　　　　　(5-4)
　(5-4)式について、(5-5)式の相反性を用い、更にＭ。が対称であることを考慮すると、(5-
6)式が得られる。
　　　～　　　　　　　　～Gip〔xo: xs .a〕)'Gpi(｀s:゛゜・(1))　　　　　　　　　　　　　(5-5)
～
Ui
一
　　　　　～　　　　　～（x°，ω）＝Mpq（xs ，ω）Gpi.q（xs:xo，ω）
～
Mpq （xs，a3）1 {(ら｡l+らi､j＋(らi､c aqij
ii。(xs，a))仙(xs:x゜・副4'1(Mpq(xs ，ω)らi,9一馬，(x' ，(a)らi｡)
　～
ニMpq (xs ，ω)仙(xs:xo，副
仙(x･:x･，ω)＝4.(らi,(けらi｡)
～　　～
MixfM・、xo : 観測点座標、xs : ソース点座標
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(5-6)
　したがって，モーメントテンソルによる変位場を評価するためには，観測点に作用する
点加握力によるソース点でのひずみをグリーン関数として用いれば良い。以上の関係を図
5-10に示す(01son,0rcutt and Frazier,1984;佐藤　長谷川,1990)。
　２ ･･　庫。系でのモーメントテンソル'゜｀
　(5-6)式中のモーメントテンソルは断層座標系(il: North､ i2: Easl､i3:Down)により(5一ﾌ)式
で表される(Aki and Richards、1980)。
ＭH＝－M。f(sin8cosλsin 2Ψ十sin 28 sinλsin2Ψ)
一
M22
－
M33
゜Mof(sin 8 cos λsin 2Ψ－sin28sinλcos2Ψ)
＝M。f(sin26sinλ)
M12＝M。foin 8cos λcos 2Ψ士1sin28sinλsin 2Ψ)＝Ｍ21
Ｍ23＝－M。f(cos 8 cos λsinΨ－eos28sinλeosΨ)＝xi32
　　　N431＝－M｡f(cos 6 cos λcosΨ十cos25sinλsinJ＝Ｍ31　　　(シフa-f)
　上式中、　Ｍｏ：地震モーメント、f(t):震源関数、∂：ディップ角、Å：レイク角、φ：
走行角である。図5-11に示すように、φは断層を束に向かって下がるように仮においてか
ら実際の位置に戻すときの角度を04φ<2πで測ったものであり、δはO<∂＜回2の範囲を
とり、λはhanging wanのずれる方向をhanging wall側から見て走行方向から反時計まわり
に-7r＜λ＜7rで測った角である。
　したがって、∂≠Ｏあるいはぶ≠バ2の時に、λが０４λｏｒであれば逆断層であり、
-7r＜A＜Oであれば正断層である。ぶ＝Γμの時は走行の向きに7rの任意性があるので、横
ずれ断層(strike slip)の時には走行をまず決めて、その走行方向の右側をhang≒waIIとみな
す。したがって、λ＝πが右ずれ断層であり、λ=Oが左ずれ断層である。δ＝π/2でたて
ずれ断層(dip sliP)の時には、下がる側を良)otwa11にとり、上がる側をhanging waIIとみなし、
hanging wa11側を右手に見るように走行を決める。したがって、dip sliPでは常にλニバ2で
ある。
　３全　座li系でのモメントテンソル゛
　(5-7)式で定義されるモーメントテンソル成分は図5-12の到－聡一別系で示されたが、薄
層要素法では図5-12の観測点を原点としてθ=O方向にソース点を、下向き正にz方向をと
る円筒座標系でひずみ場を計算する。すると、∂=O方向にx･1軸をとり、z下方にx･3軸を
とる右手直行座標系とのテンソルの座標変換は、以下の関係を考慮すると(5-8)式で与えら
れる。
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図5-11断層パラメータおよび断層座標の定義（Aki and Richards､ 1980）
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図5-12断層および観測点に関する薄層要素座標系の定義（佐藤、長谷川､1990）
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したがって、ソース点（∂
E】1°2rr，E22°E8e・
E12ニEres　E23°Eez・
　の関係が成り立つのでr-∂-z座標系で薄層要素法で求めたひずみ成分の添え字を読み変
えてヽxl-x2-x3系で使用することができる。(5-4)式の計算を行うためにはモーメントテン
ソル成分を同じ座標系で求める必要があり、il－i2－i3座標系をxl-x2平面においてね+･｢
だけ正方向に回転する変換によりxl-x2-x3座標系でのモーメントテンソル成分が(5-9)式の
ニょ(Ｍロ゛Ｍ22トいＭ目丿侑2)cos2φ士Ｍ12 sin 2Φ
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5.2.2グリーン　　の＾｀
　薄層要常法による鉛直上向き正の円筒座標系(図5-13)での変位場表現は(5-10)式で与
えられる(Kausel and Peek, 1982j)。
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また、対応する円筒座標系でのひずみ成分は(5-11)式で定義される。
£pp二 昔4=ﾊﾟな午Rc°質
(5-10a)
ｙ
(p
ぐ
言卜sin面）
(5-10h)
(5-10c)
　上式中、八゜1等は全体薄層剛性マトリックスの固有ベクトルであり、ァal11等は加振力
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－
に関係する項であり、卵等は半径方向の依存性を表す関数である。μは円周方向に関する
依存性を表し、上下加振でOを、水平加振で1を代表する。
Ｘ
図5-13薄層要素法に用いた鉛直上向き正の円筒座標系
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β=ヤＨ
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∂(p
　藻層要素法では、各藻屑境界面での変位成分が(5-10)式のように得られ、藻層内では線
形の袖間がなされる。したがって、ひずみを評価する点を含む藻屑の下側節面より上方正
とした局部座標ぞを設定し、下側節面での変位をul、上側節面での変位を‰とし、藻層厚
をＨとすると、藻層内の変位は(5-12)式で表される。
＝(1－a)ul＋auu
　　a＝4;ぺＩ、ａ＝ａ／Ｈ
また、変位のこ方向微分は(5-13)式となる。
半径方向の微分には以下の式を用いる。
　　右H?)(kp)＝－kH?)(kp)
(kp)・WH?)
H?)(kp)･ふ岬(叫
脂か
　以上の微分の関係式を用いてひずみ成分を求め、鉛直下方正の座標系にあわせるために
ｘ軸まわりにπだけ回転する変換を加え、さらに加振力の正の向きを座標系の正の向きに
あわせる。また、上側Ｏ)節面より下方正とした局部座標７を設定すると、第ｎ節節に作
用するx､y､zそれぞれの方向の点加振力による薄層内のひずみ場が、以下の関係を用いて
(5-14)式から(5-16)式のように求められる。
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5.2.3モーメントテンソルとグリーン　米のconvolution
　山convolutionの定式化
　(5-6)式に示した振動数領域の関係式の時間領域の表現である(5-17)式を用いてeonvolution
を行う。
Mpq（xs，1）りq（xs ，t:x0，1）dl
Mpq（xs，1）りq（xs ，t:x°，て）dl
時間バこ 作用するi方向の単位の衝撃点加振C
生じるひずみテンソルを表す。通･
れるので、(5-17)式を(5-18)式に書き換える。
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£Jq（xs ，t:xo，s）ds
(5-18)
　上式はモーメントテンソルの微分と衝撃点加振に対するひずみテンソルの積分の
convolutionである。また、このひずみテンソルの積分はひずみの因果性を考慮すると、（5
19）式に示すようにステップ関数とひずみのconvolutionと考えられる。
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（xs ，t－1:x°，s）ds
?
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U(s)りq(xs ，t－て:x°，s)ds
･･
　U(s)りq(xs ，t－1:xo，s)ds
aa (5-19)
　　　U(s)＝l fort＞0、U(s)＝O fort＜0
　薄層要素法では(5-14)式から(5゛16)式よりりj(t)のフ‾リふ変換である‰j(いが求めら
れるので、(5-19)式のフーリエ変換をまず評価し、そのフーリエ逆変換を用いて(5-18)式の
convolutionを評価する。(5-19)式のフーリエ変換はステップ関数とひずみテンソルそれぞ
れのフーリエ変換の積であり、ステップ関数のフーリエ変換はπ∂(ω)+1/(iω)で表される
(Papoulis､1977)。したがって、(5-19)式のフーリエ変換は(5-20)式となる。
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(5-20)
以上より、(5-18)式のconvolutionけ(5-21)式で表される。
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5-2 い
　(2)FFTによふ計算
　実際の計算においては、薄腸要素法で得られるひずみテンソルは、指定した有限個の振
動数における値である。したがって、上述の計算は全てFFT(高速フーリエ変換)で評価
される。
　(5-21)式を評価する場合にω=Oでの∂い)および1/ωの特異性が問題になるが、薄層要素
法では半無限体の近似に関連してきわめて低い振動数において精度が低いこと、ならびに
一般に構造物への入力を論じるときにDC成分を合むきわめて低い振員数成分は意味をも
たないことから、悩(O)＝Oおよび∂悩(O)/∂(J)＝Oを仮定するのは合理的と考えられる。以
上の仮定が不合理である場合には、八面)悩(O)＋りq(O)/(i則＋貼I㈲)一膳(O))/(iω)
の逆変換を行う必要がある。その際に、第１項は一定値仙(O)/2を第２項は
悩(o)･sgn(t)/2を与える。
　以上より、振動数領域でひずみをムωピッチで(N-1)個のデータ分の計算を行い、
喘(O)＝Oを加えてN個のデータを作成する。これらはフーリエスペクトルのサンプル値で
あるので、フーリエ逆変換を行った後27r△ωをかけてひずみの時間領域表現が得られる。
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皿　点震源に対する地盤表面での応答について2種の例題による検討を示す(佐藤　長谷川、
1990)。それらは一様半無限地盤中のverti?strike slip型点震源による応答(r=4km､r=60km)、
および半無限体上に２層構造を有する地盤中のvertical strikeslip型点震源による応答
(r=15km)である。これらの例題においては5.1に示した基準によりバッファー層の厚さを
定め、最小有効振動数ωeffの意味で同様な精度で解を求めることを考えた。
　１一劃'鮭　ｂ　　のvertica】stnke sli刑ざ゛Ｈ､による応答
　点震源は深さ斗kmに位置し、観測点は又1軸(North)から尨軸(East)方向に67.5度の方向で、
震央距離4kmおよび60kmの地表面上の点である。媒体の材料物性は図5-14に示すものであ
り、無減衰として計算を行った。震源時間関数には立上り時間1秒のramp関数を用い、対
象振動数範囲を0.ト1.0Hzとした。点震源のパラメータは以下のとおりである。
　φ=Odが=90dい＝川柳s=67j deg
　バッファー層厚については最小有効振動数をOjHzとし図5-2より無次元振動数2π･O士
4/3.46=0.23πで精度を保持できるバッファー層と水平距離の比を1と推定し、震央距離
4kmに対して点震源から4km下方にpanuial近似境界を設けた。震央距離60kmの場合には最
小有効振動数の意味で同精度を得るために点震源から4仁‾硲‾/置戸15.5km下方にparaxial
近似境界を設けた。なお、いずれの震央距離についても薄層厚は最小せん断波長の1/6と
した。実際の計算においては、oからIHzを32分割した振動数で計算を行い、0.1よOHzの
部分の前後にOを加えて8Hzまでのデータセットを作成し、0.125秒ピッチで256個の時間領
域データを生成した。
　図5-14に震央距離4kmでの結果と既往の波数積分法および粘性境界を用いた薄聯要素法
　(震源一境界距離6km､36km)による結果の比較を示す。これらの結果は非常に良く対応し
ており、上述の計算条件において十分な精度をparaxial近似境界と騏摩4kmのバッファー層
で実現していることがわかる。図5-15に示す震央距離60kmでの結果において、点震源か
ら15.5km下方にpafaxial近似境界を設けたモデルによる結果は十分に波数積分解を模擬し
ており、粘性境界を用いた既往解の点震源下36knlに境界を設けた結果に匹敵する。また、
震央距離4kmでの結果とほぼ同程度の精度をもたせようという意図も実現されていると考
えられる。
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♭）薄層要素法（粘性境界、佐藤他､1990）
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c）薄層要素法（paraxial境界,バッフアー層厚4km）
　　　　　　図5-14半無限地盤の点震源に対する応答（r=4km）
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　点震源は深さ5kfnの半無限体申に位置レ観訓点は到軸(North)から又2輔(East)方向に67.5
度の方向で震央距離15kmの地表面上の点である。媒体の材料物性は図5-12に示すもので
あり、回申のQ値よりに1/(2Q)とした減衰定数を用いて計算を行った。震源時間関数に
は立上り時間0.5秒のramp関数を用い、対象振動数範囲を0.05-0.5Hzとした。点震源のパラ
メータは以下のとおりである。
　φ=o degy=90映､λ州o映子=675 deg
　バッファー屑厚については最小有効振動数を0.05Hzとし、図5-2において最小有効無次
元振動数2ご0.05･15/3.46=0.43πで精度を保持できるバッファー層と水平距離の比を0.5
と推定し、震央距離15kmに対して点震源から7.5km下方にparaxial近似境界を設けた。ま
た、藻屑厚を最小せん断波長のI/6とした。実際の計算においては、Oから0.5Hzを16分割
した振動数で計算を行い、0.05-0.5Hzの部分の前後にOを加えて8Hzまでのデータセットを
作成レ0.125秒ピッチで256個の時間領域データを生成した。
　図5-16に上述の計算条件による結果を既往の波数積分法および糖匹境界を用いた藻層要
素法(モデル厚20km)による結果と比較する。これらの結果は非常に良く対応しており、
最小有効無次元振動数を指標としたparaxial近似境界と7.5kmのバッファー層が十分な精度
を実現することがわかる。
175
10
♭）薄層要素法（粘性境界、佐藤他､1990）
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ｃ)薄層要素法【paraxia】境界､バッファー層厚15.5km)
　　　　　　図5-15半無限地盤の点震源に対する応答(r=60km)
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b）薄層要素法（粘性境界、佐藤他､1990）
　　ロ．Ｃ］．５ １．［］１．Ｓ２．［］２．Ｓ３．［］
ｃ）薄層要素法（paraxial境界,バッフアー層厚7.5km）
図5-16成層半無限地盤の点震源に対する応答（r=15km）
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5.3第5章のまとめ
　第5章では、藻層要素法にParaxial近似および粘性近似インピーダンスツトリックスを組
み込み、点加振および点震源による成層半無限棒表面での応答を求めた。
　点加振解によりせん断波長程度の水平距離を考えた検討を行い、半無限体表面点加振の
精算解との比較より、粘性近似に対するpafaxial近似の優位性を示した。また、最小有効
振動数という精度評価を導入し、水平距離とバッファー屑厚の比が同じであれば同評価が
等価であることを示した。実際の庄ヽ用においては最小有効振動数を等価にするモデル化か
異なる水平距離について必要となるので、解析結果の吟味よりα倍の水平距離について最
小有効振動数を等価にするにはバッファー層厚を√&倍すれば十分であることを示した。
　点震源解により震源モデルによる地盤の応答に開運した長い水平距離の問題の検討を行
った。対象とする最小振動数より最小有効無次元振動数を求め、点加振解の結果より精度
評価を行ってバッファー層厚を設定した。また、同一の地盤で震央距離の異なるケースに
ついて最小有効振動数等価のバッファー屑厚設定を用いた。以上のモデル化により、
paraxia1近似を用いた藻層要素法は既往の波数積分解とよく対応レ粘性近似解に比べて
少ないバッファー層を用いて同等な精度を実現することができた。
　半無限近似インピーダンスを藻屑要素法に応用して成層半無限体の応答を求める場合に
は、震央距離に応じてバッファー屑厚を変える必要がある。バッファー層の導入は、擾乱
の作用する面における波数に関して一様な応力分布を、近似境界面において近似インピー
ダンスが処理できる程度の波数分布に変換する効果であると考えられる。すなわち、バッ
ファー層で半径方向無限遠へ逸散する波動を処理するため、近似境界面において高波数成
分の減少した応力分布が得られるものと考えられる。ここで示した方法は最適とまではい
えないとしても、ある震央距離で最小有効無次元振動数で評価した粘度を、最小有効振動
数等価の考え方で他の震央距離でのバフファー屑厚評価につなげられることを示している。
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第6章　結論
　地震工学で扱われる、地震波の発生、基盤内の波動伝播、堆積層内の波良江播、構造物
への入射、構造物からの波動の放射といった、地震波の生成、伝播、散乱に関連する理論
的な研究のほとんどは、弾性波勅諭に基づいている。それらの研究の多くは、成層弾性体
のグリーン関数を応用しており、地震工学で考える平面的に数100km、深さ数10km程度の
震源と観訓点を含む地球の１部分を、線形性と成層性の仮定の下におおよそモデル化しう
ることを示している。また、線形性の仮定により、因果性の乱れ等に注意を払う必要はあ
るが振動数領域での取り扱いが可能となり、時間と空間のあわせて４変数に関する微分を
振動数と水平方向２波数の３変数の代数式と１変数の微分で見通しよく扱うことができる。
　成層半無限弾性体のグリーン関数を構成する最も標準的かつシステマティックな手法に
伝達マトリックス法があり、さらに構造的になじみやすい剛性マトリックス法も提案され
ているが、これらのいわゆる波数積分法では特異関数の無限積分（improperな積分）の数
値的評価が不可避である。この制約は、計算時間および計算容量に関して問題となるのみ
ならず、常に数値積分手法の精度の検討を伴う。現在までにいくつかのadaptiveな積分方
法も提案されてはいるか、いまだに厄介な問題である。
　薄層要奏法は、剛基盤をもつ成層弾性体に関してこの特異関数の無限積分を見事に回
避した数値解析手法であり、成層弾性体のグリーン関数の計算手法として、あるいは地盤
の局部的なモデルに付加する水平方向のenergy transmitt叫境界の構成手法として、広範
に使用されている。薄層要素法の利点は、薄層層厚方向の変位の線形分布近似により、全
体附註マトリックスが水平波数の２次の代数式であらわされるので、similarity変換を用い
て逆行列を求められる点にある。半無限体インピーダンスマトリックスは、半無限弾性体
の剛性を振動敏一水平波数領域で表したものであり、その要素に水平波数の無理式を含み、
その行列式は表面波の生成に特微づけられる超越方程式である。したがって、薄端要素法
を成層半無限弾性体に応用するためには、水平波数の２次の代数式であらわされる半無限
体近似インピーダンスマトリックスを求める必要がある。
　半組唄体近似インピーダンスマトリックスの研究は、いわゆる無反射境界あるいは伝達
境界といった、地盤媒体中で計算対象とする部分（震源、観測点、構造物等）から遠く離
れた領域へのエネルギーの逸散を、地盤全体をモデル化することなく評価する方法の研究
に属する。これらの中で薄層要常法に応用できるものには、paraxial近似境界、doubly
asymptotic近似境界、ならびに粘性境界がある。それぞれの境界の特性に関する研究は行
なわれているが、成層半無限弾性体のグリーン関数に着目して検討した例はばとんどみら
れない。したがって、成層半無限弾性体のグリーン関数に応用する上で、これらの近似境
界の特徴および問題点の把握を行い、薄層要素法に応用するための方法論の整備が必要で
ある。
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　以上の観点より、本研究では序論に続く第２章において、成層弾性体のグリーン関数の
解法である伝達マトリックス法、剛性マトリックス法、および薄層要素法それぞれの特徴
を整理した。
　第３章では、成層弾性体のグリーン関数の地震工学における有用性を示すために、その
応用手法として最も一般的な数値解法である境界要素法の例題を示した。そこでは、伝達
マトリックス法により表層をもつ半無限弾性体のグリーン関数を構成し、そのグリーン関
数から基本解を分離して境界積分を扱う方法を示した。その方法を、地盤の動的剛性を表
すinertialinteractionおよび地震による基礎入力を表すkinematic interactionそれぞれに適用し、
半球形基礎と地盤の動的相互作用に関する既往解との比較により境界要常法の３次元問題
への適用性を明らかにし、相互作用効果における表面基礎と埋め込み基礎の差異を示した。
　第４章では、成層半無限弾性体のグリーン関数に応用する上での、paraxial近似境界なら
びにdoubly asymptotic近似境界の特徴を調べるために、面外問題および面内問題それぞれ
について、２つの隣接する半無限棒境界面での反射係数の検討ならびに１サイクルあたり
の平均吸収エネルギーの検討を波数領域で実施し、半無限体および表層のある半無限体の
表面線加振による表面での応答の検討を空間領域で実施した。以上の検討の結果、これら
の近似インピーダンスマトリックスを成層構造の下部に用いる場合には、成層構造の最下
部に半無限体と同一の物性をもつバッフアー層を加えなければならないことを示し、せん
断波長程度の水平距離の範囲を扱う際にはせん断波長の0.5倍以上の層厚を有するバッフ
ァー層とpgaxial近似の組み合せが最良の結果を与えることを明らかにした。
　第５章では、薄層要素法にparaxia1近似および粘性インピーダンスマトリックスを組み込
み、点加振および点震源による成層半無限体表面での応答を求め、近似インピーダンスの
性能および必要なバッファー層厚の観点から、応用面でのパラメトリックスタディーを行
った。その結果、第４章に示したと同様に、バッファー層とpafaxial近似の組み合せが粘
性境界にはるかに優ることを確認した。また、観訓点とソース点の水平距離に対するバッ
ファー層厚の比を一定に保つことにより、最小有効無次元振動数を等価にしうること、な
らびに水平距離の異なるケースの解析精度を等価にするために、最小有効振動数に基づい
て水平距離比の平方根に比例するバッファー層厚を与える方法を示した。最後に、点震源
に対する応答評価の例題により、これらの評価に基づくバッファー層とpafaxial近似の組
み合せを用いて、既往の波数積分法による結果を十分に表現できることを示した。
　本研究は、弾性波動論に基づく地震工学の研究に成層弾性体モデルを用いる上で、最も
効率の高い手法と考えられる薄層要常法の有用性を半無混作に拡張する方法の研究であり、
最小有効振動数の観点から精度評価を行ってバッフアー層厚を最適化し、Paraxia1近似境
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界を用いて半無限体を表現することにより、グリーン関数の数値解を合理的に構成できる
ことを示した。
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A　endix-A similaj　勿ﾇ　　M/ilkinson､1967 1988
　マトリックスＡのsimilality変換は、Ｈを非特異なマトリックスとして、Ｈ-１ＡＨにより定義
される.A7y斤削yiの解ベクトルyiをＡの左側固有ベクトルとしヽAyぺi゛iの解ベクトルxi
をＡの右側固有ベクトルとする。マトリックスＡとAIの固有値は等しく、また欧固有値λ；
およびj次固有値λjに対して｀iケ 戸O（ifλi≠λj）という性質がある゜今｀ｿy戸1（io斤勺）
のように各固有ベクトルを選ぶと、ヅを行とするマトリックスY7はx汗列とするマトリッ
クスＸの逆行列でありヽX4AX°Y7AX°diag（λi）となる。すなわち、Ａの固有値が重役をも
たないならばＡを対角化するsimilarity変換が存在し、その変換マトリックスはAの固有ベク
トルを列としてもつ。また、similarity変換においては固有値が保存される。
　つぎにF=AUという関係式をＵについて解くことを考える。すると、
　YIF=YIAXX’IU=diag（Ai）X-1U
　したがって、
　U=xdiag（λi）-IY7F
　となり、Ａの固有マトリックスが得られれば、Ｕを求める際にA-1を直接計算する必要が
ない。またヽFの性質によってはＵがλiの有理関数となるので、Ｕを更に積分変換してλ
領域から空間領域の表現にする時に積分変換を解析的に評価し得る。
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　成層弾性体のグリーン関数は波数ｋの関数である積分カーネルf(k)と積分逆変換に関わ
る三角関数あるいはベッセル関数の積の無限積分である。したがって、その積分の評価に
おいては、f(k)の特異性、三角関数等の調和振動成分、および積分路の有限区間での打切
り誤差評価のために困難を伴う。f(k)の特異性は、減衰がない場合に積分路上の分岐点と
極の存在として現れ､積分を行うためにはCauchyの主位積分と留数の計算が必要である(田
沼見性､1966)。また、無限積分を避けるために複素平面上の周辺積分を行ったり、特殊
な関数を導入した例もある(小林､1981)。減衰のない場合の主要な困難さは、まずもっ
てカーネル関数の極をさがし、その後積分スキームを適用することにあり、多聯弾性体の
場合は極の探索からして厄介な問題である。
　積分路上の極を避ける方法として減衰の導入がある(小堀他､1967)。実際の地盤には
必ずなんらかの減衰機構が存在レたとえその減衰の導入が数値計算上の便宜的なもので
あったとしても、わずかな量で十分であれば決して問題をゆがめることにはならない。実
際に必要となる減衰はわずかな量であり、その導入は極を実軸の積分路上から第４象限へ
と待避させる。しかしながら、それでもカーネル関数の特異性は数値計算上の意味で強く、
その扱いには十分な注意が必要である。
　このような積分の有限部分八宍F(x)cos(rx)dxあるいは几咋(x爪(rx)dxを評価する一般的
な方法が２つあり(xu and Mal､ 1985)、1つは被積分関数のゼロ点間で積分を行ってEuler
変換を応用する方法であり(Davisj975; Longman､ 1960)、他の方法は分割した積分区間に
おいてF(x)を２次関数近似し各区間で積分を解析的に行う(Davis､19ﾌ5; Filon､1928)。後者
はFilonの方法と呼ばれ、５次の関数を用いる変形Filon法が提案されている(Flinn､1960)。
　積分区間の自動分割を考慮した方法には、Gauss-Legendre積分により区間積分を行い、
８点と１０点の求積法の結果の差が十分小さくない時に積分区間を半分とするものがある
が(Kundu､1983)、前段階で計算された被積分関数を生かすことができず、また被積分関数
の変動が激しい時には有効でない。
　Clenshaw-Curtis法と呼ばれる披積分関数を第１種Chebyshev多項式で近似レ項別積分
を解析的に実施する方法がある(Clenshaw and Curtis､1960)。この方法の利点は、Chebyshev
多項式のゼロ点分布の特徴より、多項式の最大の次数をＮから2Nに増やしても新たに計算
する値はＮ個増えるだけであるという利点である。その後、収束条件、積分路の自動分割
に関するいくつかの研究がおこなわれたが、いずれの方法も積分の収束する前段階までに
計算した全ての披積分関数の位を生かすことはできない。
　Modifjed Clenshaw-Curtis法(MCC法)では、積分路の分割をカーネル関数の特性に合わ
せて自動化レ三角関数等の振動数成分とカーネル関数のChebyshev多項式近似の積を解
析的に評価する(xu alldMal､ 1985)。またChebyshev多項式の特性よ胤その係数の大小関
係から近似度を判断して積分路の自動分割を行うことができ、１つ前の近似の段階で計算
したカーネル関数の値を無駄にせずに済むという利点がある。以下においては、MCC法
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(x)
の定式化を示し、例題の計算を通してその精度の検討を行う。
心
立
　ここで考えるカーネル関数f(k)はゼロからあるkまでの範囲で大きな値を示しつつ複雑な
挙動を示し、それより大きなkの値についてはゼロ軸に漸近する単純な挙動を示す。した
がってヽ無限積分をまず(B-1)式および図B小こ示すようにk｡を境として有限パスと無限パ
スに関する積分に分割する。
?
f(k)cos kx dk ＝
?
f(k)coskx dk＋
?
f(k)cos kx dk
(B-1)
　有限パスに関しては(O･k.)の積分路を分割しヽある区関戸俯bjで図B'2に示すような点
でf(k)の値を計算して、Chebyshev係数Cmを評価する。 Chebyshev多項式は区間(-I、1)で定
義されてｏるのでヽ変数変換を行゜乙りを-1にbjを4'1に対応させる(Appelldi｀B'1参照)｡
　図B-2に見られるように、Chebyshv多項式の次数を2、4、8と増やしていくことにより、
f(k)を評価する点は、1、2、4個と増えていき、低次のChebyshev係数を求めるのに計算し
たf(k)の値を無駄にせずに済む。最終的に有限パス上の積分は(B-2)式のような積和として
評価される。
?
k
　f(k)cos kx dk ＝Σ
こ
? ?
????
f(k)cos kx dk
AjRe
ﾚ
｀p(i｀Bj)
ﾒ
;oC°押(XAj)
]
A抒（-bj＋aj）/2，Bj＝〔bj÷aj〕/2
　N否
ｏ：ｍ＝Ｏとｍ＝Ｎの項を1/2とした有限級数
(B-2)
　無限パスに関しては、まずf(k)からk=､x)での漸近解fﾊ(k)を差し引いた関数佩k)を求める。
阪k)の積分は解析的に行い、fx(k)のみ数値積分する。
fx(k)を(kc､CQI)の範囲で数値積分する
ためにはヽ図B-3に示すように積分変数kの逆数を積分変数として(0､1/k､)の区間の積分を
考える。伝(l/k)を有限パスの積分と回禄にChebyshev多項式近似し、k･の多項式の形に
整理し直して、振動成分cos(kx)あるいはJﾛ(kr)との積を解析的に行う。
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Ｊ
１
全体の積分におけるご fN(k)coskx dkの重要度は低いため、高粘度を要求する必要がな
いので区間分割を行わず、また積分上界cりをある値keで置き換えてもほとんど誤差を生じ
ないと考えられる。最終的に無限パス上の積分は(B-3)式で近似される。
?
｛???
f(k)cos kx dk ＝
?
fN(k)cos kx dk に
???????
?????‐
??? ‐?
０
????
aj
fA(k)cos kx dk 十
?
fN(k)cos kx dk －
．?
?
有限パス
ｋｃ
無限パス
fN(k)cos kx dk
???
(B-3)
Ｎ
答
け０
?N（1/k）coskx dk＝丑
ｋｅ CO
一C汗
図B-1有限パスと無限パス
aj
０
♭
Chebyshev係数を求めるための計算点
　　1次2次4次8次
　　●　Ｏ　Ｘ　４
図B-2有限パスの積分
???
m 一一－
fN(1
一 一
1/ke
kc
l
l｀、
一一
/k）
―??
ｊ
-
ｊ／ｋ
一 一
　　　】/kc
図B-3:無限パスの積分
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ke
l
J
flヽ,(k)＝f(k)－fA(k)
　　　　　k
Cり|
(B-6)
』
　フーリエ逆変換型の無限積分は(B-4)式で定義される。
F(x)
??????? ?
g(k)exP(ikx)dk
?
?
f(k)cos kx dk
f(k)sin kx dk
:for g (k)even funclion
:for g (k)odd function
(B一斗)
　　　f(k)==2g(k)、f(k)＝2ig(k)
　以下では、g(k)が偶関数の場合を扱うが、奇関数である場合もほぼ同様な議論が成立す
る。
n有限パスの積分
　まず、積分区間(0､kc)が最初の積分評価区間とされ、積分変数の変換により(よ1)の区間
においてf(k)をChebyshev多項式で近似する。多項式の次数を1、2、4、8、16のように大き
くしていくことにより、低次の近似の計算を行うために評価したf(k)の値を無駄にするこ
となく、高次の近似に進むことができる。この第一段階での区間(0､k｡)において、μk)の
近似がある次数までの近似で十分とされれば、(B-5)式にしたがってChebyshev多項式と指
数関数の積を解析的に積分し、係数との権利により有限パスの積分を評価する。考えてい
る最大の次数まで近似を進めてもその近似度が不十分である場合は、Chebyshev係数の計
算に用いたf(k)の評価点間を新たな積分評価区間として、同様なChebyshev多項式近似によ
り区間内のf(k)の近似、積分を必要に応じて分割をしながら繰り返す。
?
??
f(k)cos kx dk ＝Σ
?
?? ??
?
f(k)coskx dk
(zj)eos{x(Aj弓＋Bj)}Aj d zj
　Ｎ
Σ
ｍ＝０
ΣＣ．Ｔバzj)Re[exP{ix(Aj zj＋Bj)}]Aj d zj
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??
Aに
AjRe
[
e｀P(i｀Bj)
jﾚ
o
C°P(｀Aj)
]
（bj －aj）/2，Bj＝（bj＋aj）/2
　ＮＪ
ｏ：ｍ＝Ｏとｍ＝Ｎの項をI/2とした有限級数
Ｃｍ
(B-5)
:“1次Chebyshe｀/係数　T，(2j):111次Chebyshe｀'多項式(Appeldi｀B－1参照)
P((z)
??? ?
1
　Tm（z）expoaz）dz
（Appendix B －2参照）
　　　F゛1((x)＝2i(m4.1)F(a)/a＋{(m＋I)/(m－1)}F-I(a)
　　　＋2i/1(m－1)al･exp(i(x)＋2i(－1)"1/{(m－1)al･exp(-ia)　(for m ＞1)
　　　lo(a)＝2 siTla /(x、11((x)＝(－2icosa)/cx+(2isina)/(x2
　上式中のＦ(α)は、上に見られるように回帰式で与えられるが、引数αが非常に小さい
場合に数値計算上の誤差が蓄積される可能性がある。その場合にはcos(kx)をべき級数展開
して5次の項まで考慮することにより、(B-6)式にしたがって積分を行う。
‾???
゛Aj
f(k)cos kx dk
　Ｎ
　Σ
ｍ＝０
　　　　　　　　　Ｎ
ニAjcos（XBj）Σ
　　　　　　　　m＝0
Aisin（XBi）
　Ｎ
　Σ
ｍ＝０
Ｊｍ,ｋ
??? ?
?
Ｃｍ
Ｃｍ
C－T－(zj)cos(XAjzj)dzj －sin (XBj)
　５
Σ
ｎ＝０
Σ(－1)゛(XAj)21/{(2n)日J｡,2.
　５
Σ
ｎ＝０
j:
C.Tm(zj)sin(XAjzj)dzj
｣
Σ(－げ(ＸＡｊ)２９１／{(２ｎ＋川口｡,2.｡1
　Tm（z）zk dz ＝2Jm－】,k＋］－Jm－2,k
l
Jo,k°O　forkodd，Jo,k＝2/（k＋1）
JI,k’2/（k＋2）forkodd，JI,k＝0
（Appendix B －3参照）
ｆｏｒｋｅｖｅｎ
ｆｏｒｋｅｖｅｎ
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　(B-5)式と(B-6)式を使い分ける条件は(B-7)式で定義される。
　　　(XAj戸＜10'I)　　　　　　　　　　　　　　　　(B-ﾌ)
　　　Ｎ：使用するChebyshev多項式の最高次数
　なお、pの慎は使用するコンピュータのデータ表現に依存しており、試行錯誤的に決定
される。以上に述べたように、MCC法においては高次の近似関数を用いることと、近似
区間を再分割することを併用して近似度を上げていく。その過程における特徴として、近
似度の低いときの近似関数の計算に使用されたf(k)の値を無駄にしなくてよいことと、近
似度の評価をChebyshev係数間の関係式として設定できることが挙げられる。後者につい
ては、Chebyshev係数が一般的にｍマ(y≧1)の割合でゼロに漸近する性質を用いており、
経験的に(B-8)式の関係で近似度を統一的に判断し得ることが示されている(xu and Mal、
1985)。このように、ある段階での近似度評価がChebyshev係数の関係で評価されるとすれ
ば、1段階高次に進んだときの積分使との比較を行う必要がなくなり、たいへん合理的で
ある。
　　　£N＜DCC･ENニ111゛(゛NCN'21N-1cN-1"･゛'゛jcj)　　(B-8)
　　　cm：Chebyshev係数、　　‰：係数
　　　DCC : 近似度の十分条件として試行錯誤的に決定する。
皿
　積分区間(kc,則を十分大きな値k｡により(k｡,k｡)に置き換える。解析的に積分されるfA(k)
を引いた後の訟(k)を1/kの関数としてfx(1/k)と書き直し，(1/ke,1/k｡)の区間を(-1，1)に変換
して仙(1/k)をchebyshev多項式近似する。得られたChebyshev多項式をk･のべき級数形に
整理してcos(kx)と□の積を解析的に評価する。
?
?ー?
fN(k)cos kx dk ･･
。???
fN(1/k)coskxdk＝
?
Ｍ
モ
ｊ－０
fN(k)coskxdk
?
fN(z)coskxdk
～
CiTi(z)cos kx dk ＝
?
Ｍ
Σ
＝０
－
Cj
－200－
(1/kﾘeoskxdk
?????
-
- Σこ?jRe[I-j(x)]
j－0 (B-9)
１／ｋ＝Ａｚ＋Ｂ，Ａ＝０／ｋ。－１／ｋ｡)／２，Ｂ＝(１／ｋ，＋１／ｋ｡)／２
１-ｊ°Ｉ-ｊ(ｘ,ｋｃ)－Ｉ．ｊ(ｘ,ｋｅ)
Ｉ
－一
一Ｉ
??
j（x，kl）＝
?
k'Jexp(ikx)dk
口/(j－1)lk4j゛lexp(ikgx)＋{ix/(j－1)□j.1(x,k9)；　forjき３
1（x,kq）＝－ci（kqx）－i si（‰x）
2（x,k9）＝O/k4）exp（i‰x）＋
ci(x)＝
jﾌ
cost/tdt，si(x)
??????
?
(AppeTldix B －4 参照)
(x,kq)
sint/tdt
旦ﾕ註算例
　ここではMCC法の有効性を示し、かつ問題点を明かにするために２つの例題を取り上
げる。１つは振動成分を有するカーネル関数への応用例であり、Chebyshev多項式の次数
と近似度評価係数が積分の結果に及ぼす影響を明かにする(xu and Mal､ 1985)。2番目の例
題は半無限弾性体の面外衣面接加振解であり、MCC法がこの積の問題に対して有効であ
ることを示す(xu and Ma1､ 1987)。また、後者の例題を通して、数値誤差に関達したいくつ
かの積分パラメータの選択に、注意が必要であることを明かにする。
1　ls　l:｀s　　゛と三　　゛の査
　(B-10)式に示す例題(1)を用いてadaptive Gaussian法、Filon法、adaptive Filo?去とMCC法の
積分精度と計算効率の比較がなされている(xu and Mal､ 1985)。ここでは、同一の例題を用
いて、使用するChebyshev多項式の次数と近似度評価係数DCCを変えることにより、カー
ネル関数の計算点数、積分評価区間数並びに積分偵の収束がどのように影響を受けるかを
調べる。
?
f（k）sin（10πk）dk、f（k）＝kexp（－0.3k）cos（3πk）
(B-10)
　原論文における結果を表B-1に再録する。ただし、原論文中の解析結果に誤りがあった
ので、ApPendix B一刻こ示すようにこれを正した。また、原論文中には表B-1の結果を得た
ときの積分パラメータが明示されていないため、ここでは、厳密な意味で原論文と同一の
－201 －
条件での結果の比較を行うことはできなかった。
　近似度評価条件には(B-11)式の条件を用いた。
　　　EN＜DCC　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(B一H)
　　　£16＝max(2.5c16 ，2.0 c15 ，1.5C14 ，1.2 c13 )
　　　E8＝max(2.5Ch2.0 C7 ，1.5C6，1.2 C5 )
　　　E4＝max(2.5C4，0.5C3)
　図B-4に(B-10)式の積分のカーネル関数f(k)を示す。回申の九回はChebyshev多項式の次数
を16次までとし，DCC=10-5，p=50とした時のカーネル関数の計算点における計算値であ
る。
　表B-2にDCCを1.0～10一5，Chebyshev多項式の最高次数を4，8，16としたときの積分値I，
計算点数No，積分評価区間数Nsを示す。図表より，一般に高次のChebyshev多項式を用い
るほど積分値の収束は早められ，計算点数および積分評価区間数を大幅に少なくすること
ができる。
８
４
ロ
４
８
Ｑ ２ ４ ６ ａ １
．
０
図B-4指数関数と三角関数の積の例題のカーネル関数
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表B,1指数関数と三角関数の積の例題の結果(xu and Maい985)
解析法 adaptive
Gaussian
conventiona1
　　　Filon
adaptive
　Filon
Ｍ．Ｃ．Ｃ exaCt
積分値(×0.1) 0.26023 0.25966 0.25969 0.25966 0.25％6
計算点数 120 65 57 25 一
表B-2指数関数と三角関数の積の例題の結果の比較
　a)Chebyshev多項式の最高次数を4とした場合
DCC １．０ 0.5 ０．１ １０‘２ １０‘３ １０'４ 10-5
積分値
(×0.1)
0.23581 0.22766 0.25659 0.25964 0.25966 0.25966 0.25966
計算点数
　(計算区
　間数)
３
山
5
(1)
27
(ﾌ)
41
(10)
113
(28)
173
(43)
317
(79)
b)Chebyshev多項式の最高次数を8とした場合
DCC 1.0 0.5 0.1 10｀2 １０'３ 10'4 10’）
積分性
(×O,1)
0.23581 0.22766 0.26007 0.25953 0,25966 0.25966 0,25966
計算点数
　(計算区
　間数)
3
(1)
5
(1)
27
(8)
33
(8)
53
(8)
81
(15)
249
(43)
c)chebyshev多項式の最高次数を16とした場合
DCC 1.0 0.5 0.1 10｀2 １０'３ １０^４
１０‘５
積分性
(×0.1)
0.23581 0.22766 0.25966 0.25966 0.25966 0.25966 0.25966
計算点数
　(計算区
　間数)
３
巾
5
(1)
17
巾
□
山
17
田
回
申
121
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２　ｓ２：　　'、　ロ頴
　半無限弾性体表面に面外方向に線加握力を加えたときに生じる、表面での面外方向変位
は(B-12)式で与えられる。
27吋1V(x)＝回
μ：Ｌａｍｅの定数
７２＝（１＋２ｉｐ）’１
?
－
　exp（-ikx）/ksdk
－
ρ：質量密度
(B-12)
ω：円振動数
k，＝･,/k2－(k,o7)2，k,o＝ω/仮7石
β：減衰定数
（B-12）式のフーリエ逆変換は、（B-13）式のように解析的に評価される（佐藤､1978）。
2πμv(x)＝－i72πH?)(k,oyxj (B-13)
　　　Ｈ闘ｘ)：０次。２種Hanlcel関数
　また、無次元量で表す便宜を考えて、(B-12)式を(B-14)式のように書き直し、(B-14)式に
ついて数値積分を行った結果を(B-13)式と比較する。
2町1v(x)＝
???
aC
　exp（-ぺi）/GdG
i＝k､ox、いk/k－　G＝√FT萌
(B-14)
　　ｘ：水平空間座標
上述のように積分路を有限区間と無限区間に分けて積分を行うと(B-15)式となる。
2πμV(x押２ヅ
十２ダ
ci（x）
???
?
cosぴ/GdC
いノG－1/dcosぴdC－2？2ci（C,i）
j:
cost/t dt
(B-15)
　(B-15)式の計算において、減衰定数0.01、Chebyshev多項式の最高次数8、近似度評価条
件DCC=0.01を用いた。有限区間(0､に=3)でのカーネル関数の計算点を大仰で図B-5に示す。
，204－
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その際の計算点数は143、積分評価区間数は36であった。無限区間
　(3、ご､=10)について、Chebyshev多項式の最高次数を4、近似度評価条件DCC=0.05とし
て計算したカーネル関数を回B-6に示す。図B-5より、曲率が大きいため近似が困難と思わ
れる部分には、計算点が自動的に密に配置されていることがわかる。両図中には、解析的
に評価されるぐ≫1で支配的なカーネル関数の項y=2/xも示されており、無限区間での数値
積分で評価される部分からの全体への寄与が極めて少ないであろうことが理解できる。
　回B-7と図B-8に積分の数値誤差評価条件p=20として計算した変位を示す。横転は、無次
元座標ksolxであり、せん断波長に対する水平方向座標の割合x/Lsの2π倍である。回B-7に
横組の範囲を7r/10～π(x/L=1/20～1/2)、図B-8に槙柏の範囲を削100～π/10(x/L=1/200～
1/20)、とした場合をそれぞれ示した。いずれの回においても数値積分で得られた結果と
解析的に得られた結果はほぼ一致する。
　最後に、積分等に間するパラメータを多少変えて計算した変位を図B-9～図B-Hに示す。
図B-9は、ら=10が無限パスの打ち切りに関して十分であることを示す図であり、a)にら
を10としたときの結果をヽb)､c)にら=20とした結果を示した。　≒以外のパラメータは図
B-7および回B-8と同じであり、ら=10とぐ､=20の差がないことから、昌=10は少なくとも
十分な値であることがわかる。
　図B-10は減衰定数を0.005とした場合であり、a)に示したx/L=1/20～1/2の範囲では満足で
きる結果であるが、b)に示したx/L=1/200～1/20の範囲での実部に乱れが生じる。 ksoxが小
さな値のときは(B-7)式中の(Aj｀)｀も小さくなりヽ数値的な誤差の問題が発生しやすくなる。
またヽ減衰が小さくカーネル関数f(x)の変動がはげしｏとヽ計算点数の増加に伴ってAjも
小さくなり、同様な意味で不利となる可能性がある。c)は以上の数値誤差の蓄積の可能性
を考慮して、回帰式を避け近似的に積分を評価するために(Aj｀)yl(P°O)で近似式を用い
るとしたときの結果であり、回申の範囲で解析値とほぼ一致した結果が得られる。
　図B-11はら=2とした場合であり、a)に示したx/Lﾆ=1/20～1/2の図中のx/L<1/10の範囲で実
部虚部ともに乱れている。b)は図B-10と同様にヽ(Aj｀)y1(FO)で近似式を用いるとｏう
条件の下に積分を評価したときの結果であり、近似式を主として用いることにより誤差を
避け得ることを示している。図B-12には減衰定数およびぐ｡の変化に伴うカーネル関数の
近似の比較を示す。
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図B,5面外線加振解のカーネル関数（有限パス）
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図B-7面外線加担解（その1）
β=0.01,N=8,DCC=0.01（有限パス）
p=20，　N=4,DCC=0.05（無限パス）
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図B-6面外線加振解のカーネル関数（無限パス）
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図B-8面外線加振解（その2）
β=0.01,Nこ8,DCC=0.01（有限パス）
p=20，N以,DCCこ0.05（無限パス）
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図B-9面外線加振解：らの比較
β=0.01､N=8､DCC=0.01（有限パス）
p=20、　N=4､DCC=0.05（無限パス）
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図B-］0面外線加振解：βの比較
β=0.01，N=8,DCC=0.01（有限パス）
p=20，　N=4,DCC=0.05（無限パス）
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図B’11面外線加担解：ζ｡の比較
β=0.01,N=8,DCC=0.01（有限パス）
p=20，　N=4,DCC=0.05（無限パス）
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図B-12カーネル関数f(k)の近似の比較
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B.3まとめ
　波数積分により変位解を評価するときに必要となる、improperな無限積分を扱う数値積
分方法として、MCC法の検討を行った。
　まず、積分の問題点とMCC法の利点を説明し、フーリエ逆変換を扱う方法を具体的に
示した。つぎに、原論文の例題ならびに半無限体の面鈴加振問題を例として、積分にかか
わるパラメータの影響を明かにすると共に、MCC法の有効性を示した。
　指数関数と三角関数の積の積分の検討において、少なくとも比較的変動の緩やかなカー
ネル関数と振動成分の積の積分に関してMCC法は極めて効率的であり、高次のChebyshev
多項式を用いるほど積分性の収束が早められて、計算点数および積分評価区間数を大幅に
少なくできることが明かとなった。亜鈴問題における半無限弾性体の表面加振解の計算に
おいて、MCC法は解析解とほぽ一致する結果を示し、この種の問題への基本的な適用性
が確認された。しかしながら、減衰定数を減じることによりカーネル関数の変動をはげし
くした場合、また有限積分区間を小さくして分割された積分区間を小さくした場合に、小
さな無次元水平座標における積分結果に乱れが生じた。この乱れは、数値誤差回避条件を
きびしくして回帰関係式を避けることにより改善され得るが、いくつかの積分パラメータ
の選択と数値誤差の関係に注意を要することが明かとなった。
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A　endix B-1 Cheb shevタ　　｀による冊Jﾐ
皿
n次のChebyshev多項式をT。(x)と記し、(B↓1)式で定義する。
　　TI(x)＝cos(ncos'lx) (B↓1)
　三角関数の公式を用いるとその具体的な表現は(B↓2)式となり、図B一目に示す曲線と
なる。
TO(x)
T1(x)
T2(x)
１
Ｘ
＝２Ｘ
T3(x)＝4 Ｘ
T4(x)＝ ８Ｘ
２
３
４
ｌ
３ｘ
８×２十１
　　　Tnfl(x)＝2XTn－Tn.1(x)，nll
chebyshev多項式は[－1，1]の区間で(１－ｘ２)一口２を重みとして直交する。
jｽTｿﾞﾔｽﾚﾝ｀）dx=O（fori≠j）
晋（fori ＝j≠0），71「fori＝」＝O）
T｡(x)はn個のゼロ点を[－1､11の区間にもち、それらは(B↓4)式の点である。
x＝cos(!!-xjsji
Tn(x)は(n十l)
x＝cos(zlk)，
!/2))，k＝1,2,…,n
またT (n＋l)個の極値を(B↓5)式の点でもつ。
k＝O､1､2､‥･､n
(B-1-2)
(B↓3)
(B↓4)
(B↓5)
　Tjx)の全ての極大値は1であり、全ての極小値は(－Ｄである。この事実が関数の多項式
近似においてChebyshev多項式を非常に値いやすくする。また、以下のような離散的な直
交関係が成り立つ。
　ｍ
　Σ
ｋコ１
Ti（xk）Tj（xk） ＝0（fori≠j），m/2（fori＝j≠O），m（fori＝j＝O）
　　　x1(k＝1､2｡･･､m)はTm(x)のゼロ点である。　　　　　　　　　　　　　　(B-1-6)
　同様な関係がおそらくT｡(x)の極値をもつ点でも成立し、(B↓1)式jB↓5)式および(B↓
6)式類似の式を用いると、Chebyshev展開の収束の必要条件が満たされる場合に、任意の
関数は(B↓7)式の有限級数で近似される。
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　A　endix-D Pafaxial｀斤以と蒲層|性マトリックスの゛性
　面外問題の薄端剛性マトリックスが、真の端剛性マトリックスを水平波故について
Taylor展開し、k2までの項を考慮することにより得られることを以下に示す。したがって
薄端剛性マトリックスとpaax屈近似は等価である。
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Appendix-E ksの偏角について
(1)無減衰の場合
時間依存性exp(iωt)を仮定した波動方程式
　　μ(u2,n十u2,33)十p(J32u2°0
の解を次式で与え，ｋバ)をｘ正方向に伝播する波に対応させる。
U2
エ工
　２π
?
－
　－U2exp(-ikx)dk
－
　すると、U2に関する微分方程式は
　　　U2､33 -(k2-kJ))U2＝0、応o＝匹
　　　　　　　　　　　　　　　　　　vs
　となり、その解は次式で与えられる。
　　　総＝cl exp匹zトc2exP(-kJ)、ki＝(k2－kふ)1/2
　札はkとkoの大小関係により正の実数あるいは正の虚数をとるものとすれば、cl exp(k、
z)は深さ方向のz負に伝播する下降波あるいは深さ方向に振幅を減じるevanescent波を、cっ
exp(－ksz)はz正に伝播する上昇波あるいは深さ方向に振幅が増大するevanescent波を表す。
このようにk､の偏角をとるためには、下図のような積分路をとることを意味する。
Arg[k-ko]
Arg[k十ko]
Arg[k2,ko2]
Arg[(k2-ko2固2)
7「
・7「
0
０
ｋｓｏ
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次ぎに、半無限体表面の線加振による表面の変位は、
U2‾
２
１
一
江
･・
exp(-ikx)dk
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L
ks
exp(ikx)dk
A(k)cos(kx)dk＋2i
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?????
?
A(k)sin(kx)dk＋2i
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B(k)cos(kx)dk；　forA(k)even
?
B(k)cos(kx)dk；　forA(k)odd
×十kso 7
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α･
し
ks
で与えられる。 u2は物理的観点よりxの偶関数となるので
J:
･とexp(-ikx)dk＝
今ヽ1/k,゜A(k)＋iB(k)とすると，－ksびk4k,oではA(k)=0，また分岐点を越えむ，
のでB(k)は偶関数、k〈－kso、k＞ksoではＢ(ｋ)＝Ｏとなる。以下の関係より、A(k)が奇
関数ではA(k)=Oが要求されて、変位が純虚数となり波動の伝播を表すことができない。
したがって、A(k)は偶関数である。
f:
jしexp(士ikx)dk
f:右exp(土ikx)dk
　上図のように偏角を定義すると、変位がxの儒関数であるという物理的条件をみたし、
結果として水平方向の波動伝播が可能となる。
(2)減衰のある場合
減衰のある場合のksは次式となる。
k,＝(k2－kふ？)I已　y2＝(1÷2iβ)｀1；　p＞O，－π/2＜arg[72]＜0
　下図より、2つの分岐点は実樋にそった積分路上に存在せず、k､の偏角に特別な考慮を
払う必要はない。またアー1での極限では図中の矢印の方向に分岐点が移勤して実樋上に
戻るため、減衰のない場合の積分路に整合的である。
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